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La distribution des notes est sur  25                                                    

I-(2.5pts) On considère l’intégrale  


1

0

2 1
dx

x

x
I

n

n   ou n est un entier naturel.                           3 

1-Démontrer que, pour tout ,n  0 ≤ nI ≤ 
1

1

n
. En déduire 

n
lim nI  

2-Calculer 0I  et 1I   

3-a) Démontrer que, pour tout 
1

1
, 2




n
IIn nn                                                    -2           O                   2 

   b)  En déduire que, 
3

2

41

1

0

2

4





dx

x

x

 

4-La figure ci-contre montre la courbe représentative de la fonction  f  définie sur [-2; 2]
  

    Par 
1

1
)(

2

4






x

x
xf

  

Calculer l’aire du domaine hachuré en utilisant les résultats précédents.  

II- (4 pts) A- Soit )(Un la suite définie pour )1(2par U 2n 1

n   nn
 

1-a) Calculer les 3 premiers termes de la suite )(Un  

    b) Démontrer que )(Un
 est strictement croissante  

2- Sachant que  ,
2

lim 
 x

x

n
démontrer que la suite )(Un  est divergente  

B- On considère une urne contenant 10 boules blanches et 10 boules noires. On tire au hasard une boule de cette 

     urne et on la remet dans l’urne (tirage avec remise). On effectue cette opération n fois (n 2). 

    On considère les évènements C, D, E, F et G définies par :  

C : « les boules tirées sont noires »                                        D : « les boules tirées sont de la même couleur »  

E : « les boules tirées ne sont pas de la même couleur »         F : « parmi les boules tirées, une seule est blanche » 

G : « parmi les boules tirées au plus une boule est blanche »  

1- Calculer la probabilité de chacun des évènements C et D  

2-a) Montrer que 
12

1
1)(




n
Ep ,  

n

n
Fp

2
)(    et 

n

n
Gp

2

1
)(


  

      b- Montrer que E G = F. En déduire que E et G sont indépendants si et seulement si 12 1  nn  

   3-En utilisant la question A-1, montrer que les évènements E et G sont indépendants pour une seule valeur 

     de n que l’on déterminera. 
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III- (6 pts) Dans le plan rapporté au repère orthonormé direct ),;( vuO     

      On considère l’ellipse (E) de foyer O, de directrice la droite (d) d’équation 2

5
x  et d’excentricité 3

2
 

      1-a) Ecrire une équation de (E) et déterminer son centre 

         b) Démontrer que le point F (-4; 0) est le second foyer de (E) et que la droite (δ) d’équation
2

13
x   

             est la directrice associée. 

         c) Déterminer les points d’intersection P et Q de (E) avec l’axe y′O y. Tracer (E) 

      2-Soit  M un point de (E) d’affixe ,0,   irez   

a) Calculer la distance de M  a la directrice (d) en fonction de r et   

b) En déduire que 
cos23

5


OM  

 

    3-a) La droite (OM) recoupe (E) en M´. Montre que 
cos23

5


MO  

       b) Déterminer   pour que la longueur MM´ soit minimum. 

   4- Soit N1 (x1 ; y1) un point quelconque de (E) tel que y1  0.  

a) Déterminer une équation de la tangente (T1) a (E) en N1 et montrer que (T1) coupe la directrice (δ) 

au point d’ordonné 
1

1

2

)4(5

y

x 

 

       b) Soit N1 (x2; y2) le point de (E) tel que N1, N2 et F soient alignes. 

       Montrer que  x1y2-x2y1=4(y1-y2). En déduire que les tangentes a (E) en N1 et N2  se coupent sur (δ)  

b) Quand θ varie, sur quelle droite se coupent les tangentes a (E) en M et M′ ? Justifier.  

 
IV- (6.5 pts) A- On considère l’équation différentielle (E) : 2y′ - y = 0 

1- Résoudre l’équation (E) 

2- La figure ci-contre montre la courbe représentative d’une                        

fonction g solution particulière de (E).                                                                                        e                        

a) Déterminer la fonction g.                                                                                                                                         j


 

b) Montrer que g admet une fonction réciproque g-1 dont                                                          

on déterminera le domaine de définition.                                                                                       o   i


           

c) Tracer la courbe representative (γ) de g-1 et montrer que 1ln2)(1  xxg    
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B- On considère la fonction f définie sur ]0; +∞ [  par  f (x) = 
e

x
x lnln   

et l’on désigne par (C) sa courbe representative dans un repère  orthonormée  ),;( jiO  

1-a)                                1-2 ln x   si x Є ]0; 1[ 

         Montrer que f (x)=   1             si x Є [1 ;e]   

                                          2 lnx -1  si x Є ]e ; +∞[ 

    b) Montrer que f est continue en 1 et en e  

 2-a) Calculer )
2

1
(f et f (e2) 

    b) En utilisant la courbe (γ) tracée dans la partie A, construire la courbe (C). 

 3- Soit a et b deux nombres strictement positifs tels que ab=e. Montrer que f (a) = f (b) 

                4-a) Montrer que, pour tout λ > 1. L’équation f (x) = λ  admet deux racines x1 et x2 telles que x1x2 = e     

    b) Déterminer les solutions de chacune des deux équations f (x) =1+ln 4 et f (x)  = 3                            

                5-Soit (P) la courbe d’équation y = e f(x) ou x ≥ e. Montrer que (P) est une partie d’une parabole dont 

on  déterminera le foyer et la directrice.                                       
 

     V-(6 pts) Dans un plan orienté, on considère un triangle ABC tel que );( ACAB =
2


 (2π) ; et on désigne  

par  H le projeté orthogonal de A sur (BC) 

           1-Soit h l’homothétie de centre H qui transforme C en B 

               Déterminer et tracer h (AC). En déduire l’image D de A par h. 

            

         2-Soit S la similitude qui transforme A en B et C en A 

             a)Déterminer l’angle de S. 

             b) Déterminer l’image par S de chacune des deux droites (AH) et (CH) 

             c) En déduire que H est le centre de S.                                                               C 

                                                                                                                                                     H      

         3-a) Déterminer l’image par S de chacune des deux droites (AB) et (CB)                            

            b) Montrer que S(B) =D et en déduire que S◦S(A) = h(A) 

            c) Montrer que S◦S =h 

                                                                                                                                       A                                       B 

         4-Soit E le milieu de [AC] 

a) Déterminer les points F = S (E) et G = S(F) 

b) Montrer que les points E, H, et G sont alignés et que le triangle EFG est rectangle. 

5-Dans cette partie, on suppose AB=6 et AC=4, et on suppose le plan rapporté a un repère orthonormé 

direct (A , vu , ) tel que ABu
6

1
  
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      a)Déterminer le forme complexe de S. En déduire le rapport de S et celui de h 

      b) Déduire les coordonnées de H et celles de D.  
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Concours d'entrée 2005-2006                   Solution de Mathématiques                          Durée :  3 heures    

 

 

La distribution des notes est sur  25 

 

1) 0
1 2


 x

xn

 pour 0 ≤ x ≤1 donc 0nI  

  n
n

x
x

x


 21
   donc

1

0

11

0

2

1

0

1

0

2 11
ou   '   

1



















 n

x
dx

x

x
ddxxdx

x

x nn
n

n

 et par suite 

n
I

n
I nn







1

1
0 donc  ,

1

1

 
  

           0limd,0
1

1
lim 

 
n

nn
Ionc

n
 

2) 
4

][arctan
1

1

0

1

0

20





  x

x

dx
I   

     2ln
2

1
)]1[ln(

2

1

1

1

0

2

1

0

21 


  xdx
x

x
I   

3) a-
1

1
][

1

1

1

)1(

111

1

0

1

1

0

1

0

2

21

0

2

21

0

2

1

0

2

2

2




















 



  n
x

n
dxxdx

x

xx
dx

x

xx
dx

x

x
dx

x

x
II nn

nnnnn

nn    

b- 4

1

0

2

4

1
Idx

x

x



   or 

4
1220


 IIII   

     
3

2

44
1

3

1

3

1
442 


III  

 4)  donnexf ;0)(  11  xorx       

         f  est une fonction paire, donc l’aire hachurée est donnée par:  

         A=-2 aired' unités   
3

4
)(2)( 40

1

0

 IIdxxf

                

 

                                                                                                                                                                                                       
II- A)  

   1-a) 2U = 22-1 - (2+1)= -1   ;  3U = 23-1 –  (3+1)=0 ;       4U  = 24-1 –  (4+1) =3   

       b) 2car   012)1(2)2(2 11

1  

 nnnUU nnn

nn    

           donc la suite )( nU
 
est strictement croissante. 
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    2-   


)()()
1

1
2

2

1
(lim)12

2

1
(limlim

nn
nnU

n

n

n

n
n

n
    

            Donc la suite (Un) est divergente. 
 

B) 1-La probabilité d’obtenir une boule noire est 
2

1

20

10


 
         

 

        p(C)=p(N) x p(N) x…x p(N), n fois 

       d’où :   p (C)= foisn,
2

1
.........

2

1

2

1
      donc, P(C)= 

n

n

2

1
)

2

1
(    

        p(D) = p (n boules noires ou n boules blanches) 

                 = p (n boules noires) +p (n boules blanches) 

                  Or  p (n boules blanches)= 
12

1

2

2

2

1

2

1
   d

2

1



nnnnn

p(D)onc  

     2-a) P (E) =1-P (D) =1-
12

1
n

 

            P (F) =
nn

n n
nn

22

1
.)

2

1
(

2

1 1    

            P (G) = P (FC) =P (F) +P(C)        

           C et F sont incompatibles  donc
nnn

nn
GP

2

1

2

1

2
)(


  

           b) E est l’évènement 

             Obtenir (1B et n-1 N) ou (2B et n-2 N) ou (n-1 B et 1 N)  

             G  est l’évènement 

             Obtenir (0 B  et  nN) ou (1B  et  n-1 N)  

             Donc   GE est l’évènement  

             Obtenir (1B et n-1 N) par suite GE = F 

             E et G sont indépendants si et seulement si 

              p( GE )= p(E) x p(G),  p(E) x p(G) = p(F) ce qui donne 
                     

               
nnn

nn

2

1
.

2

1
1

2 1













 . Soit n = n +1 - 12

1



n

n

 
or 1

2

1
1



n

n
 

                      Et par suite 12 n
= n+1    

                                                                                               

=0 nU d’où   , +1n= 12 n
 donc sont indépendantsG  etE  -3      

         Mais (Un) est strictement croissante et U3= 0 donc il existe une seule valeur de n qui est 3.   
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III)    
1) a- Soit M(x, y) un point variable de (E) de projeté orthogonal  

            
3

2
),(sur  );

2

5
( 


 e

MM

MO
dyM   donne                                                    

1
59

)2(
a  eéquivalentéquation  0252095soit    ,)

2

5
(4)(9

22
22222 




yx
xyxxyx  

        Le centre de (E) est le point w (-2;0) 

 

      b- Le point F est le symétrique de O par rapport à w donc c’est le point  F (-4, 0),  la  directrice   

associée à F est le symétrique de (d) par rapport à w, donc c’est la droite )( d’équation 

2

13
x  

      
c-   Pour  x = 0 on a  1

59

4 2


y

       ce qui donne 
9

5

9

4
1

5

2


y

  d’où  

            )
3

5
,0()

3

5
,0(

3

5

3

5
  suitepar et 

9

252  QetPdoncyoryy  ou inversement . 
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2) a- d(M;(d))=MH = 
2

5
cos

2

5
 rxM

 

        b- On a OM = r et  
Mx  < 

2

5
donc  

2

5
cos r < 0 d’où  d (M;(d)) = cos

2

5
r  

            Or )cos
2

5
(

3

2
'

3

2
rroude

MH

OM
  

            Ce qui donne r = OM = 
cos23

5


  

 

3) a- )2();(a  


 OMuvecerzz i

M


 

               
 cos23

5

)cos(23

5

cos23

5








 rMO
 

 

        b-  On a MM′=MO+OM′ =
2cos49

30


  

             Pour que  MM′ soit minimum il faut que  maximumsoit   cos49 2       

            9cos49  commeet 2    alors MM′ soit minimum lorsque                 

2
 alors  0  puisque  0cos0cos9cos49 22 
   

,  )  ; y(xN
yy

x
yx

111

22

point au  0
5

2
)2(

9

2
1

59

)2(
-a 4) 





    

          1

1 2
.

9

5
1 y

x
yN




   

  une équation de la tangent (T1) est )(
9

)2(5
1

1

1
1 xx

y

x
yy 


  

                                          

             T1)  coupe la directrice  )( au point d’abscisse  x= 
2

13
 ce qui

  

)
2

13
(

9

)2(5
1

1

1
1 x

y

x
yy 


  

 

            1

1

2

1

2

1
1

1

11

1

1

18

130851810

9

)2(5

18

)2(65

y

xyx
y

y

xx

y

x
y








                                             

           

 

            Or ,50401801 donc 2520950252095 1

2

1

2

11

2

1

2

11

2

1

2

1  xyxxyxxyx  

               
1

1

1

1

2

)4(5

18

18045

y

x

y

x
y





  
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         b- On a F (-4; 0) d’ou  

             );4();4( 222111 yxFNetyxFN   

              N1 , N2 et F alignés donc 1FN et
2FN  sont colinéaire d’où : 

              )4()4( 2112  xyxy  

                 )(4 212121 yyxyyx   

               Soit (T2) la tangente en N2 à (E), (T2) coupe )( au point J tel que  yJ  = 
2

2

2

)4(5

y

x 
 

                   )(4 212121 yyxyyx     on aura 
1

1

2

2 44

y

x

y

x 



 

            

     

)(sur  coupe se )(et  )(  suitepar et  confondussont    

alors abscisse memeont    puisqueet   
)4(

2

5)4(

2

5

21

1

1

1

2

2

TTJetI

J etIyydonc
y

x

y

x
J 







     

        

         c- (N1 N2) est une focal passant par F et (T1) et (T2) se coupent sur (δ) en I,  par symétrie la 

sécante focal (MM′) passé par le foyer O et les tangentes à (E) en M et M′ se coupent sur la 

directrice (d). 

 

        IV-  A-1)   2y′ - y = 0 est équivalente à 2est  (E) de generalsolution  la 0
2

1
x

Ceyyy   

2)    a- La courbe représentative de  g  passe par le point  );0( e  d’où eConcCee  d  0             

2

1

2)( suitepar                





xx

eeexg  

       b- g est continue et strictement croissante sur IR donc elle admet une fonction réciproque  g-1    

              Dg
-1

 = ] 0;  [       

       

       c- La courbe (γ) of g-1 est  symétrique de celle de g par rapport à la droite d’équation y = x  

             y =
2

1x

e  donne  x +1 = 2 ln y soit  x + 1 = 2 ln y  d’où  g-1 (x)= 2 ln x-1 
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B) a- * Si   0 < x <1 alors   0<
ee

x 1
 <1 donc  ln x < 0 et 0ln 

e

x
 

par suite   f (x) = 
e

x
x

e

x
x lnlnlnln 

 

             = xexx ln21lnlnln   

             * Si   1   x < e alors 1
1


e

x

e  

               
0lnet    0ln 

e

x
x   par suite f (x) = 1lnlnlnlnlnlnln  exx

e

x
x

e

x
x

 

             * Si   0
e

lnet   0ln donc 1
e

  alors  
x

x
x

ex par suite 

 

                 f (x)= 1ln2lnlnlnlnlnlnln  xexx
e

x
x

e

x
x  

 

                                  1-2 ln x              si x Є] 0; 1[ 

                 f (x) =         1                      si x Є [1 ;e]   

                                     2 lnx -1              si x Є ] e;  [   
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          b-  On a  f (1) =1 

 

             
lx

lim  f (x)= 
lx

lim   (1-2lnx) =1 - 2.0 = 1 = f (1)   

 

              

 

                   1   )1()1(lim  )(lim encontinueestfdoncfxf
lxlx


 

 

 

- De même   f (e) =1 et 

                   
ex

lim  f (x)= 
ex

lim (1) =1=f (e)  encontinueestfdonc   e                        

                    
ex

lim  f (x)=
 

ex
lim  (2lnx-1) =1= f (e)   

2) a-    )
2

1
(f = 1-2ln 

2

1
 =1+2 ln2 

                    f (e2) = 2ln e2 - 1 = 4-1 =3 

           

               

 

    ba
b

a
e

a
aaf lnln

1
lnlnlnln)( 3)       

           f(b)f(a)ab
a

b
e

b
bbf   donc lnln

1
lnlnlnln)(  
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    4) a- Graphiquement la droite d’équation  y coupe (C) en deux points d’abscisses 
21 et  xx  tel   

que [1,0]1 x  et [;]2  ex   d’où :  1ln2ln21 21  xx
 

           Ce qui donne  

     suitepar et  1lnsoit      1lnln 212121 exxxxxx            

           Donc l’équation f (x) =   admet deux racines   que   telleset  2121 exxxx   

  

        b-   f (x) = 1+ln4   donne  exoux 2
2

1
  

            

              f (x) =3   give  x = e 2  or   
1

e
x     

 

  

   5)  y = e f (x)  donne   f (x) = ln y  et puisque   f (x)= 2ln x-1  car  x   e d’où:   2ln x -1 = ln y ,  soit      

y
e

x
yex lnlnou      lnlnln

2
2   eyx 2 suitepar et  donc (P)  est une partie d’une parabole 

d’axe focal    , Osommet   de  yy   de foyer F(0;
 4

e
) et de directrice la droite d’équation  y = -

4

e
 

 

V)   1)  h (C) = B   donc l’image de (AC) est la droite passant par B et parallèle à (AC) qui est la droite 

(d)  

             D = h(A)  donc D, H et A sont alignés donc D )(AH  
(AH)     et (d)  des deux droitesintersection est l’ D  par suite, )(dh (A)  donc )(ACA            
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 2) a-  S(A) = B  et  S(C) = A donc l’angle de S est )2(
2

),( 





BAAC   

        

      b- L’image par  S de (AH) est la droite passant par B et perpendiculaire à (AH), donc c’est la  

droite (BC). 

          L’image par  S de (CH) est la droite passant par A et perpendiculaire à (CH), donc c’est la   

droite (AH). 

 

        c- H est l’intersection des deux droites (AH) et (CH) donc son image par S est le point   

d’intersection des deux droites (BC) et(AH) donc c’est le point H par suite S(H) = H,  

          donc H est le centre de S.  
 

3)   a- L’image par  S de (AB) est la droite passant par B et perpendiculaire à (AB), donc c’est la    

droite (BD). 

          L’image par  S de (CB) est la droite passant par A et perpendiculaire à (CB), donc c’est la    

droite (AD). 

 

     

      b- B est l’intersection des deux droites (AB) et (CB) donc son image par S est le point     

d’intersection des deux droites (BD) et (AD) donc c’est le point D, par suite S(B) = D,  

            

          S ° S (A) = S (S(A)) = S(B) = D = h (A) 
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c- S ° S  = S (H; k;
 2


 ) ° S (H; k;

 2


 )  = S (H; k2;

 2


 +

2


 )  = S (H; k2;

 
);() 2kHh   

            S ° S   et h  ont le meme centre et S ° S  (A) = h(A) donc S ° S  = h 

 

4) a-  E est le milieu de [AC] , et puisque la similitude conserve les milieu donc S(E) est le milieu du 

segment  [BA] image de [AC] par S, donc F est le milieu de [BA]. 

          F est le milieu de [BA] donc S(F) est le milieu du segment [BD] image de [BA] par S, par suite   

G est le milieu de [BD]. 

  

     

      b-   E F
s

  GEdoncG
hs

 ,       

sont alignés.G  etE, H  spoint donc les  HEkHG 2             

 S(EF) = (FG), donc les deux droites (EF) et(FG) sont perpendiculaires et par suite le triangle 

EFG est rectangle en F.      
                       

5)  a-  On a zB = 6 :  zC = 4i  

         La forme complexe  de  S est  z´ = az +b           

          S(A) = B  donne  zB = azA +b  d’ou  b = 6  

          S(C) = A  donne zA = azC +b d’ou  ia
2

3
   6

2

3
  suitepar  izz  

          Le rapport de  S est  k = 
4

9
est    derapport  leet 

2

3 2 
 kkha  ,  h est une homothétie    

 
           negative. 

      b- )32(
13

12

2

3
1

6

1
i

i
a

b
zH 






  donc  H(
13

24
,
13

36
) 

           S(B) = D  d’ou    zD iiizB 9666
2

3
6

2

3
 donc  D (6; 9)   

 

 

  

 

 

 

 

 

 
 


