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Remarque: L’usage d’une calculatrice non-programmable est permis.
La distribution des notes est sur 25

I- (4 points) On admet que, pour tout entier « limx“e™ =0

n—oo

n
On pose Up(n)z_[x”e’xdx ou n et p sontdeux entiers naturels.
0

1) Calculer U,(n) et montrer que U,(n) =1—(1+n)e™

2) En utilisant une intégration par parties, montrer que U, (n) =2U,(n) —n%™" .
Calculer limU,(n)et déduire limU,(n)

3) En utilisant une intégration par parties, trouver une relation entre U (n) et U_,(n) .

En déduire que limU (n) = p!

11- (3 points) On dispose de 3 urnes U,, U, et U, telles que: U, contient une boule rouge et 4
boules blanches, U, contient 4 boules rouges et 4 boules blanches; U, contient 7 boules rouges et
3 boules blanches.
On designe par: Py la probabilité de choisir I'urne U, ;
P2 la probabilité de choisir I’'urne U, ;
P3 la probabilité de choisir 'urne U, ;

1) Sachant que P1 , P2 et Ps sont respectivement proportionnelles a1, 2 et 3, montrer que P1 = %

et calculer P2 et Ps.
2) On choisit une urne, et de cette urne on choisit au hasard une boule.

a) Calculer la probabilité de choisir une boule rouge sachant qu’elle provient de Uy

b) Calculer la probabilité de I’événement : la boule choisie est rouge et provient de U; .

c) Calculer la probabilité de I’événement : la boule choisie est rouge

d) Nous savons que la boule choisie est rouge, quelle est la probabilité qu’elle provienne de U ?
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I11- (8 points) Le plan étant rapporté au repere orthonormé (O ; i, 7) : y R
Les deux coubes (C) et (I") ci-dessous représentent respectivement
les variations de deux fonctions f et g, définie sur IR, et telles que ©)

f estladérivéede get gestladeriveede f.
1) On pose h(x) = In[f (x) —g (X)].
a) démontrer que h” (x) est constante. (1)
b) En déduire que f(x)—g(x)=¢e>
2) On désigne par U, I’aire du domaine limité par (C), (T")
et les deux droites d’équations X =n-1et x=nou nelIN* 14
a) Montrerque U, =(e—1e™ x o X
b) démontrer que U, est le terme général d’une suite géométrique
dont on calculera le premier terme et la raison.

v

y

c) Calculer en fonctionde n,lasommeSy,=U, +U, +...... + Un et déterminer sa limite
lorsque n tend vers +oo

d) Déterminer les valeursde n telsque Sn >0.99. Soit P la plus petite de ces valeurs; donner
un encadrement de S, d’amplitude 107

3) a) Démontrer que f et g sont deux solutions d’une méme équation différentielle (E) du second
ordre que I’on déterminera.

b) Résoudre (E) et en déduire I’expression de f(x) etcellede g (x).
4) En utilisant uniquement la relation f (x) — g(x) = €™ et en admettant que f est pair et g est impair,
démontrer que f (—x) + g(-x) = e™ et retrouver les expressions de f (x) et g(x).

V- (10 points) Les parties A et B du probléeme sont indépendantes.

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé (O ; u, V) , on considére la transformation
T qui, atout point M d’affixe z associe le point M~ d’affixe z" telleque z’'=az+b
Ou a et b sontdeux nombres complexes telsquea #0et a = 1.
A- Dans cette partie on suppose que b = 0.
On considere la suite de points M, définie par Mo = O (O étant 1’origine du repére) et
Mn =T (Mn-1), et la suite de leurs affixes respectives z, définie par zo=0etzs=az,1+b
1-a"
l-a
b) Montrer que si |a| <1, z, aune limite ¢ que ’on déterminera.
c) Que représente le point L d’affixe ¢ pour la transformation T ?

1) a) Montrer par récurrence que, pour tout n>1, z. =b
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2) Onsuppose que a=cos2a +isin2a et b=2sina ou a est un nombre non multiple de 7

a) Donner la nature de la transformation T correspondante et déterminer ses éléments
caractéristique en fonction de «

b) En déduire que les points M, d’affixes z, se trouvent sur un cercle passant par O dont on
déterminera le rayon et les coordonnées du centre.

c) Faire une figure dans le cas ou « =% et placer les points Mo, M1, M2 et Ms.

B- Dans cette parie on suppose que o =1+i et b=0.
La transformation T aura ainsi pour expression complexe z° = (1+i) z.

1) Quelle est la nature de T ? Déterminer ses éléments caractéristiques.
2 2

2) On considére I’hyperbole (H) d’équation XZ —yg =
a) Déterminer le centre de (H), ses sommets et les équations de ses asymptotes. Tracer (H).
b) Déterminer I’excentricité de (H), 1’un de ses foyers et la directrice correspondante.
3) On désigne par (H ) la courbe transformée de (H) par T.
a) Démontrer que 1’équation de (H ") est x*+ y* +18xy =80
b) Soit le point F1 (3, 3) et la droite (A) d’équation 3x+3y-8=0
Démontrer que ’ensemble des points N tels que 4NF” =9NK?® ou NK est la distance de N
a(A),estlacourbe (H).
c) En déduire que (H est une conique dont on déterminera la nature, 1’excentricité, un foyer et la
directrice correspondante.
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- U, (n) = Ie‘xdx =—ep=—e"+1U,(n)= Ixe‘xdx
0 0

Posonsu=x etv'= e, on aura:
u'=let v=—e*, cequidonne

U,(n) = jxe’xdx =-xe*
0

o+ _[e’xdx =-ne"-e"+1=1-(1+n)e™
0

2) U,(n)= 'Tx e “dx

Posons u=x? etv'= ¥, on aura:
u'=2x et v=—e™, cequidonne

U,(n) = jx e dx=—x%"*
0

0+ I2xe’xdx =-n%"+2U,(n)
0
limU,(n)= lim[1-e™")+(-ne")]=1-0-0=1
limU,(n) = lim2U,(n)-n*"=2-0=2
3)U,(n)= j xPe *dx
0

Posonsu = xP etv’' = e™, on aura:
u'=pxP! et v=—e™, ce qui donne

U,(n) =—x’e™

o+ pj xP7e™dx=-ne™" +pU_,(n)
0
JimUp(n) = fimf=n’e” + pU, ()] =
— limnPe™" + pnlirpwu o1(N) =0+ px nIirEoU o1(n) = px nllrpwu o2()

N— -+

En raisonnant de la méme facon on aura ;
limu,,(n)=(p-1) limU, ,(n)

Donc nILTOU () =px(p-1)x nlirpwu o2(N)
Et ainsi de suite, d’ou :

n|LrEOUp(n): px(p-1x.... ><2><n|ir+anl(n)

=px(p-Dx....x2x1=p!
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11-1) p1, p2 et p3 sont proportionnellesa 1, 2 et 3

d’ou: % = % —Ps _ i et comme p1+ p2 + ps=1, onaura:

k+2k+3k =1, ce qui donnek = % , et par suite :

pp==.p,====¢ rs_1
6% 6 3 6 2

2)a- p(R/U,) = % car Uz contient 5 boules dont une seule est rouge.

1 2 1
__tps

11 1
b-p(RNU,) = p(U,)x p(Rlul):gxg:%

c- p(R)=p(RNQ)=p(RNnU,vU, UUy,))
=p((RNU,))U(RNU,)U(RNUy))
= p(Rmul)"‘ p(RmU2)+ p(RmUS)

1 4 1
Or: p(RNU,)=pU,)x p(Rluz):gxgzg
p(RAU,) = p(Us) x p(R/U,) =%% doi

1 4 1 7 11
P(R) = P(RAU,) + PRAU,)+ PRAU = s+ x5+ x L =2 055
d-Ona:p(UllR):Mzixgz 20 _2
pP(R) 30 11 30x11 33

1

=X
€
2

I11-1)a-Ona:
g <L =901 F00-g'(9 _ 909= () _ 4
f)-g0() f(x)-9(x) F)-9(x)

Donc h'(x) est une constant, soit h(x) = —x+k

b- Graphiquement on voit que (C) passe par le point (0 ; 1) et (I') passe par ’origine (0 ;
0), donc f (0) =1etg(0) =0, ce qui donne : h(0)=In[f (0)—g(0)]=In1=0 et d’autre
part on a h(0) =k, d’ou k = 0 et par suite h(x) = -x.
D’ou: f(x)—g(X)=¢e™

28U, = [[100-g(0d= [e"dx=[eT.,

— _[e—n _ e—(n—l)] — e—(n—l) _ e—n — e—n+1 _ e—n — e—n (e _1)
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b-Ona:U,,,=(€-)e "™ =(e-De"xe’= eT_le“ = %

Donc (Un) est une suite géométrique de 1* terme
1 . 1
U =1l-e*=1-= etderaison q==
e e
c- S,=U, +U, +.... +U_ est la somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique du

1% terme U, = (1—%) et de raison q :%

1
" 1-()"
Donc Sn:Ul1 q :(1—5)—‘3:1—e‘n
LI B
e

limS, =1

n—oo

d- S,>0.99 donne 1—e">0.99, soit e" <0.01, d’ou:

-n < In(0,01), soit —n<In (ﬁ) , ce qui donne —n < -In 100 et par suite n > In(100) ou n >4,605.

Soit donc n>5car n est un entier naturel. La plus petite de ces valeur est donc p = 5.
S, =1—e=0,9932620 Un encadrement de Ss a 102 est donc 0,993< Ss <0,994.
3) a- Puisque f'(x)=g(x)et g'(x) = f(x)Onaura f"(x)=g'(x) = f(x) et par suite
f"(x)—f(x)=0

Ouy”"—y=0.De mémeona

g"(x) = f'(x) =g(x). Ce qui donne y"—y=0

Donc f est g sont solutions de 1’équation différentielle y"—y =0

b- L’équation caractéristique associée a 1’équation différentielle estr> —1=0, qui a pour
solutions

rL=1et r,=-1, donc la solution générale de (E) est y =C,e* +C,e *.
Or f(0)=1donne C,+C,=1
D’ou y'=Ce*-C,e " et comme g(0) = f’(0)=0 on aura:0=C, —C,ce qui donne

1
Cl :C2= E

f(x) =%eX +%e‘xet comme g(x) = f'(x) on aura g(x) =%eX —%e‘x
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4) f est pair, donc f (—x) = f(x)et g est impaire donc g(—x) =—g(x) ce qui donne
f(—x)+g(—x) = f(x)—g(x) =e™* cette relations donne f(x)+ g(x)=¢e"

1 1 1 1
Alors f(x)==e*+=e et g(x)==e* —=e™*
(x) 5 5 g(x) > 5
1V-A

1) a- Ona b=0, Mo=0 et My=T(Mn1) pourn=1,onaura

1

z,=az,+b=ax0+b=b= b><1
1-a’

Supposons la relation vraie jusqu'a 1’ordre n et démontrons qu’elle reste vraie pour n+1.
ab(l-a")+b(l-a) b-ba"™ b1~ a"t
l1-a l1-a l-a

, donc la relation est vérifiée pourn =1

_ 1-a"
Eneffet: z,,, =az,+b=a[b 1 ]+b=
—-a
Donc la relation est vraie pour tout n>1

b- Si [a| <1alors lima, =0 par suite limz, =1L donc? :1L
nN—o0 _a s
c- Le point L (/) est le point invariant de T.
2) a- Laforme complexe de T est z'=az+bdonc T est une similitude plane directe.
Or a=cos2a +isin2« =¢'** donc, |a| =1 etarg(a) = 2, ce qui fait que le rapport de
T est 1etsonangleest 2. Le centre de T est le point invariant L, d’affixe
b 2sina 2sina 1

I = = — =—— o= =— : =sina +icosa
l1-a 1-cos2a—isin2a 2sin“a—2isin¢cosa  Siha —1CcoSa

Donc T est une rotation de centre le point L (sina;cosa ) et d’angle 2« .

b- Puisque T est une rotation de centre L est d’angle 2¢ alors:
M,——>M,——>M,....M, ,——>M,

DoncLM, =LM, =LM, =....... =LM,
Or LM, =LOcar M, = O par suite OL =|¢|=sin’a +cos’ a =1
DoncLO = LM, = LM, =......=LM_ =1

Les points M (z,)se trouvent sur un méme cercle de centre L et de rayon 1. Ce cercle
passe par O car LO = 1.

c- a =2~ donne: a=co 2% +isinf — 27, _—£+i£
3 3 3 2 2

b=23in(%)=\/§ d'ou:z,=0, z,=az, +b=+/3

z,=az+b= \/_(———H%J ﬁ—% 2i
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23:[—1+i£j(£+gi]+\/§:0

Donc Mo =0, M,(+/3;0) ,Mz(ﬁ;g], M,=0

22
yA
Ma2(\3/2 ;3/2)
x
L
(0; Q)Mo M. (3;0) X
M3(0;0) 1 2

B.1)Ona a=1+i= \/Eeiz ,donc T est une similitude plane directe de centre O, car b =0, de
rapport J2 et d’angle %

2) Le centre de (H) est O (0 ; 0)
2
Poury = 0 on aura XI =1, x=2 ou x=-2, donc les sommets de (H) sont A(2; 0) et A"(-

2;0)

Les asymptotes de (H) sont y = ?x et y= —%x
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y
4 s
y = X
x=4/3}
2
(H)
A » X
2 F(3;0)

b- On sait que ¢®*=a*+b*=4+5=9 donc ¢c=3 d’ou e=£=g
a
Les foyers de (H) sont: F(c; 0) et F'(-c; 0) donc F (3; 0) et F"(-3; 0)
2 2
Les directrices sont respectivement : x = I =t
C gt c 5
]
D’ou F (3; 0) et la directrices associée est x = — = E:
c

!

3)a-Onaz'=(1+1i)z cequidonne; z= 2 -d’ou

1+i
x+iy:X +|_y :(x +|_y)(1T|):x +y +i(y —X)
1+i @+n@a-i 2
X!+y! y!_XI

Ce quidonne : x= et y=

2
En remplacant x et y par leurs valeurs dans (H) on aura :

' "2 ! n2
X+y)y V=X 1 e qui donne x’? + y'* +18x’y' =80
16 20
Donc I’image de (H) est la courbe (H') d’équation :

x* +y® +18xy =80
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3x+3y-8 [3x+3y-§
b-OnaNK = | =
J9+9 3V2
NF? = (x—3)* +(y - 3)
4NF?=9NK? donne x* + y* +18xy =80 donc les points N variant sur la courbe (H')
NF,

c- e g donc N décrit la conique de foyer F1, de directrice (A) et d’excentricité

e:§>1
2

Donc (H') est I’hyperbole de foyer F1, de directrice (A) et d’excentricité e = g
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