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Concours d’entrée 2001-2002 Composition de Mathematiques Durée: 3 heures

Juillet 2001

Remarque: L 'usage d’'une calculatrice non programmable est permis.
La répartition des notes est sur 25 points.

I- (2 points)
. ., . X+1
Résoudre I’inéquation In(ﬂj > In(2x —3)
11- (5points)
On suppose le plan complexe rapporté au repére orthonormé (O; i, V) . En désigne par A le point
d’affixe 1, par B le point d’affixe i, par (C) le cercle de center O et de rayon 1 et par (D) la droite

d’équation y = 1.

A tout point M d’affixe z # I, on associe le point M” d’affixe 2" = ?
Z+i

1) Déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z tel que z" = 1.

2) Montrer que z"z' =1. Interpréter ggométriquement le résultat.

!

-1

3) a- Montrer que, pour tout point M n’appartenant pas a (D), est un imaginaire pur.

b- Démontrer que les deux droites (AM ") et (BM) sont perpendiculaires.
c- M étant un point donné n’appartenant pas a (D), construire géométriqguement le point M.
d- Préciser la positionde M~ lorsque M appartient a la droite (D) privée de B.

I11- (5 points)
Dans le plan complexe rapporté au repéere orthonormé (O; i, V) . On considere la suite des points:
Ao, A1,...., An, Ans1 ..., d’affixes respectives 20,21, ...,2n , Zn+s1 , ..., définie par:
1 i .
20=0 et zp1 = ——2z, +i (n entier naturel)

1+1

1) Montrer que, quel que soit n, An+1 est I’image de A, par une similitude directe dont on
déterminera le center 1, le rapport k et1’angle o .

2) a- Montrer que, quel que soit n, le triangle 1An An+1  est rectangle en An+1
b- Déduire une construction de An+1 a partir de An et placer les points Ao , A1, Az, Az,
A4, As (pour faire la figure et uniqguement dans ce but, on prend comme unité graphique

4cm).
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3) Onpose ax=aire (IAk Ax+1) et Sp=aot+ ait+ axt.....+ an
a- Montrer que la suite de terme général ax est une suite géométrique dont on déterminera le
premier terme et la raison.
b- Calculer Sh en fonction de n et déterminer sa limite lorsque n tend vers +oo .

V- (4 points)
On dispose de 3 urnes Uy, Uz et Us , contenant chacune 6 boules :
U: contient 2 boules bleues et 4 boules rouges.
Uz contient 3 boules bleues et 3 boules rouges.
Uz contient 5 boules bleues et 1 boule rouge.

1) Dans cette partie, on considere /’'urne U . On en tire, au hasard, une boule. On effectue
cette opération 5 fois en remettant chaque fois la boule tirée dans I’urne Us .
a- Quelle est la probabilité d’obtenir 4 boules bleues et 1 boule rouge dans 1’ordre suivant :
bleue, bleue, bleue, bleue, rouge ?
b- Quelle est la probabilité d’obtenir 4 boules bleues et 1 boule rouge dans n’importe quel
ordre?
c- Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule bleue?

2) Dans cette partie, on choisit au hasard, une des 3 urnes Uy, Uz , Us , et on tire au hasard
une boule

a- Quelle est la probabilité d’obtenir une boule bleue?

b- On sait que la boule tirée est bleue: quelle est la probabilité qu’elle provienne de Uz ?

V- (9 points)
A- On consideére la fonction f, définie sur ] 0, + o [, par f(x) = X—_l(lnx —2) et ’on désigne
X

par( C ) sa courbe représentative relativement au repére orthonormé (O;i, j).
1) Montrer que lim f(x) =+ o et Iirr01 f (x) =+ 0.

2) Montrer que f est dérivable sur 10, +oo[ etque f'(x)= iz(lnx+x—3)
X

3) Soit g la fonction définie sur 10, + o[ parg(x) =InXx+x-3
a- Etudier les variations de g .
b- Montrer que g (x) =0 possede une solution unique o et que 2.20 < a < 2.21.
c- Etudier le signe de g (x) sur ]0, + o [.
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4) a- Etudier les variations de f.

(a-D?

b- Montrer que f ()= . En déduire que -0.67 < f(«) <-0.65

5) a- Etudier le signe de f(x) et montrer que f(x) <0 sietseulementsi x e ]1,e?[.
b- Calculer f (1) et f(e2) ettracer (C).
B- On considere la fonction F définie sur 10, +o [ par F (X) = jf(t)dt. On appelle (T") la
1
courbe représentative de F .

1) a- Sans calculer F (x), étudier les variationsde F sur ]0,+oo [.
b- Que peut-on dire des tangentes a (I") en ses points d’abscisses 1 et e2 ?

2) a- Démontrer que [ In(t)dt = xInx—x+1
1

b- Démontrer que F (x) = xlnx—3x—%(lnx)2 +2Inx+3

c- Calculer Iing F(X) .

d- En remarquant que F (x) = xInx(l—i—lln—X+z]+3 , calculer
Inx 2 x X
lim F(x) et Iimm
X—>+00 X—>+0 X

e- Dresser un tableau de variation de F et tracer (I").

3) Calculer I’aire S du domaine limité par (C), I’axe des abscisses et les deux droites
d’équations x =1 et x = e2 Donner une valeur approchée de S a 102 prés par excés.
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X+1 0
I- Cette inéquation est definie pour : { 5_x i
2x-3>0

Ce qui donne -1< x <5 et x >§, d’ou g< X <5.

L’inéquation : In[;—ﬂ

) > In(2x —3) donne:S(—Jr1 >2x-3
—X

N 2x* —12x+16
5—-x

D’o > 0 qui est vérifiee pour x <2 ou 4< x< 5

La solution acceptable est alors : 4 <x <5 ou g< X<2

II-1)z’=1donne z—i=Z+i,dou z- Z=2i etsiz=Xx+iy onobtienty= 1, donc I’ensemble des
points M est la droite (D) privée de B.
7z =22
Z+i z—i

Orz'z'=[z|"=1=0M"?d'ouOM’ =1 B

y
M
Et par suite le point M’ est un point du cercle (C) /QQ(C)
M

pls A X
3) a- M n’appartient pas a (D), donc Im(z) # 1. k
zZ—i 1
-1 ;4 ~_ z—-i-Z-i 2i(Im(z)-1)

z—i z-i (z-i@e-i) [z-if

()

et Im(z2) =1

!

Donc — est un imaginaire pur.
zZ—i
Log  Iy—I, 1'— : N . ,
b-On a = = — qui est un imaginaire pur, donc les deux droites (AM ") et (BM)
Z. z,-1 Z—1
BM M B

sont perpendiculaires.

c- M n’appartient pas a (D), donc (AM") et (BM) sont perpendiculaires donc M ' se trouve sur la
perpendiculaire menée de A a (BM) et M" est un point de (C), donc M’ est le point
d’intersection autre que A de ces deux ensembles.

d- Si M est un point de (D) privée de B alors z = x+ i avec x# 0
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z'= Xﬂ _? =1 alors M’ est confondu avec A.
X—i+i
- 1)Ona z,,, = 1—iizn +i= %‘zn +1 , c’est la forme complexe d’une similitude.
Ona azl—_izﬂefi% et 7= b _ T g4
2 2 l-a 1

14
Donc An+1 est I’image de An par la similitude directe de centre | (1+i),

2 V4
de rapport — et d’angle —— .
pp > g 4
V2
2
b- 1A A, est rectangle isocéle en An+1 et (A]+1I;AH1A1):%(27:) doncA,,, est

2)a-Ona (W; IA,,;) = %(27:) et lIA,,, =—1A,, donc le triangle 1A A,,; est rectangle en An+1

I’intersection du demi-cercle de diamétre [1An] et de la médiatrice de [IAn]. Ona zo=0, z1 =1,

22:1+§i 23=1+§i Z4:§+Ei 25:§+i
2 2 2 ’ 4

4
y
i\
A (A
A
A, i
A
Ay Xy
0 1 -

3)a-Ona a, =aire(IAA )= % IA < 1A, xsin[%) = % IA?
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1(v2,, ) 1.1 1
= 2(7 IAM] =775 IA% 1 = 58
Donc a, est le terme général d’une suite géométrique de premier terme a, = % IA02 =%

et de raison q :%

n+1
1_qn+1 11_[;j 1 n+l
b-Ona S, =4, == =1_(_j
1-q¢ 2 , 1 2
2
fims, 1

ANy

X
6 6 243

b- Avoir une boule rouge parmi cing boules revient a avoir:
(R,B,B,B,B)ou(B,R, B, B,B)ou (B, B,R,B,B)ou (B, B,B, R, B) ou (B, B, B, B, R)

IV-1) a- On a p (d’avoir B, B, B, B, R)= %x%x%x

D’ou p (d’avoir 1R et 4B)= 5x 2y = 10
243 243
c- L’éveénement : avoir au moins une boule bleue est le contraire de 1’événement les 5 boules
5
sont rouges, d’ou : p (au moins une )= 1- s EHCE L
6 243

2) a- Considérons les deux événements :
B : la boule tirée est bleue
Ui: la boule tirée provient de U;
p(B) = p(U,)x p(B/U,)+ p(U,) x p(B/U,) + p(U;) x p(B/U,)

1 2 1 3 15 5
P(B)==x—+=x—+=x—==
3 6 3 6 3 6 5

b- p(u3/B):M:@=1

p(B) 2

©| o

V-A1)  lim f(x)= Xm[x‘ljx lim (InX — 2) = 1x (4+00) = +0

X X—>+0
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lim f(x) = Iim(x;ljx Iir(l)](lnx—2)=(—oo)x(—oo)=+oo

x—0" x—0"
2) f est dérivable sur ]O ; + oo [comme étant le produit de deux fonctions dérivables
sur]O; +of
#00= X nx2)+ XLl o L ki x-3)
X X X

3)a-Ona g'(x)= = +1> 0pour tous x €]0;+oo, donc g est strictement croissante dans ]O;+oo[
X

b-Ona Iingg(x) =—o0 et lim g(x) =+
g est continue et strictement croissante et g(x) varie de —co a + oo alors g(x) = 0 admet

une solution unique « .
g(2,20)=1In(2,20)+2,20-3 ~-0,01<0
g(2,21)=1In(2,21) +2,21 -3 ~0,002 >0
Donc2,20< a < 2,21

C-g(x) <Opour0<x< a etg(x)>0pourx>a
g(x) =0pourx =«

4) a- f'(x)améme signe que g(x), d’ou le tableau de variations de f :

X 0 a + oo
() - 0 ¥

) | +o0 e
\f(a) /

b-Onaf(a)=%"t(na—2)etna+a—3=0
o

1 —(a—1)
dou f(a) =“7(—a+3—2) =%On 22,20 <@ <221 d’oi 1,20<a -1<1,21

t 1,44 < (@ -1)*<1,4641 et pui i<£<ialorsl’44<(05_1)2<1’4641
etlad<(a-1y<lasaletpuisque 550 < <507°%221° & - 220

i)

et par suite — 0,67 < f (@) <-0,65
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5) a-f(x)=0 donne( j(lnx 2)=0 d’ot x=1o0ux= e’
X

donc la courbe (C) coupe 1’axe XX en deux points d’abscisses 1 et e?,

alors 0 <l<¢ et e2>«

X Io 1 a e +

) + 0 - f(a) - 0 +

Donc f (x) >0 pour 0 <x<1oux> e
f (x) <0 pour 1 < x < e Donc f(x) < 0 si et seulement si x €]L;e’[
b-Onaf(l)=0etf(e*)=0.(Onaura =1 et y=¢?)

f(x)_ lim x—1(|n_x_g) =0
X—>+00 X X—>+0 X X X

lim
Donc x"x est une direction asymptotique.
Yy

X 0 1 e’ + o
F (x) + 0 - 0 +
F(x) / 0 \ 7
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b- Les tangentes a (I") aux points d’abscisses 1 et e? sont paralléles a x'x car F'(1) F (e?) =0

2) a- Posonsu=Intetv'=1,0na u’:% et V=t, d’ou J'Intdt:tlnt|1x—jdt:xlnx—x+1
1

b-Ona F(X) = j( j(lnt—Z)dt i(lnt—Z—mTt %jdt

1
X

= [tlnt—t—Zt—%anHZInt}

1
:xlnx—x—ZX—%lnzx+2|nx—(—3)

2

:xlnx—3x—In X+2Inx+3
c-OnanolF(X)Z
d-Ona imF(x) = limxinx(@- >~ ~10X, 2) 3 o,
Inx 2 x X
IImF(X) +o0
X—>00 X

e- x =0 est une asymptote verticale a (I) . y'y est une direction asymptotique a (I') en +%
F(1)=0,F () =5-¢® ~-2,389

y

0 2 4 6 8 10 12 13, X

3) Pour x elL;e’[ , (I') est au-dessous de X X, donc

eZ

—j f (x)dx = —F (e?) + F(1) = e? — 5 ~ 2,390 unités d'aire.
1
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