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I- (2.5 pts) L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O ; i , T, E) .
On considere dans le plan (P) d’équation 2x+Yy—2z+3=0, le cercle (C) de centre A(1; —3; 1) et de rayon V3
et dans le plan (Q) d’équation Xx—y—z—-3=0, le cercle () de centre B(2; —1; 0) et de rayon 3.
1- Ecrire un systeme d’équations paramétriques de chacun des deux axes (d) de (C) et (o) de () .
2- Déterminer le point d’intersection | de (d) et (0) .
3- Montrer que | est le centre d’une sphére (S ) contenant les cercles (C) et (). Calculer le volume de (S) .

11- (3.5 pts) On considére I’équation (E) : (cos’a)z? + (sin2a)z +1+sina =0 ou O£a<% :

Soit M ' et M " les images , dans le plan complexe , des solutions z' et z" de (E) .

1- Calculer z' et z"en fonction de o et montrer que , quand & varie , z'2+z"? reste constant .

2- Calculer M "M " en fonction de o et déterminer « tel que M "M " soit minimum .
3- Montrer que , quand « varie , M ' et M " varient sur une hyperbole (H ) de centre O, pour laquelle on
détermine les asymptotes , un foyer et la directrice associée . Tracer (H).

I11- (3.5 pts) On considere les suites (U ) , (V,) et (W,) définies pour tout entier naturel n >1 par
n .1 .2 . G
W=t e +— et W, =sin—+sin—+-------. +sin—-.

W7 1
1- Montrer que (U ) est majorée par 1 et que (V,,) converge vers R

3
2- a) En utilisant I’inégalité¢ (1) : X_E < sinx < X qui est vraie pour tout X dans [0 ; +oo[ , montrer que :

. k 1 k3 .k k
Pour tout n >1 et pour tout entier naturel k , — X < sin— < —
n 6n n n n

b) Montrer que , pour tout n>1, V, —

1
-~ xU, <W, <V, .Endéduire que V, e <W, <V, .

c) Montrer que (W,,) est convergente et déterminer sa limite .

IV- (3.5 pts) On considére une urne contenant 10 boules dont n sont vertes, m sont rouges et les autres sont
blanchestellesque Nn>2 ; m>2 et n+m<8.

Un joueur paye 5 $ et tire deux boules au hasard de cette urne .
Soit X la variable aléatoire qui est égale au gain algébrique du joueur apres le jeu .
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Le joueur gagne 15 $ pour chaque boule verte tirée , 5 $ pour chaque boule rouge tirée et perd 5 $ pour
chaque boule blanche tirée .

1- a) Déterminer les valeurs de X.
b) Calculer p(X=25) et p(X =15) enfonctionde n et m.

c) Sachant que p(X:25)=% et p(X=15)=1—25 , déterminer n et m .

2- On suppose dans cette partie que 1’urne contient 3 boules vertes, 2 boules rouges et 5 boules blanches .
a) Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique .
b) Calculer la probabilité que le joueur ait tiré 2 boules de méme couleur sachant que son gain algébrique
est positif .

V- (5 pts ) Ondonne dans un plan orienté , un cercle (C) de centre A etde rayon 3 etun cercle (C') de centre B et
derayon 1, telsque AB =6 .
1- Soit S la similitude d’angle % qui transforme (C) en (C').
a) Déterminer le rapport de S et justifier que son centre | est tel que IA=3IB.

b) Montrer que IA:E et IB :i . Construire | .

J7 J7
2- Soit r larotation de centre A et d’angle 2?7[ et h ’homothétie de centre A et de rapport %
a) Construire les points D et E telsque D=r(B) et E=h(B).
b) Calculer % et (ﬁ , ﬁ) . En déduire S(D).

c) Montrer que | appartient au cercle circonscrit au triangle ADE .

—_—

Dans ce qui suit , on rapporte le plan au repére orthonormé direct (A ; u ! 7) tel que u = B .

|

3- Déterminer la relation complexe de la similitude S . En déduire I’affixe de | .
4- a) Déterminer la relation complexe de chacune de la rotation r et de ’homothétie h.
b) Déterminer I’affixe de chacun des points D et E et vérifier que S(D)=E .

VI- ( 7 pts ) On considére la fonction f définie sur I’intervalle ]O ; +oo[ par f (x) = fn®x—¢nx .

Soit (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O ; TT)
1- Déterminer les points d’intersection A et B, ( X, < Xg ), de (C) avec I’axe des abscisses .
2- a) Dresser le tableau de variations de f et déterminer le point S correspondant au minimum de f .
b) Montrer que la restriction de f sur Iintervalle JO ; 1] admet une fonction réciproque f ~* que I’on déterminera .
suite géomeétrique croissante dont la raison est a déterminer .
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3- a) Etudier la concavité de (C) et déterminer son point d’inflexion | .
b) Vérifier que les abscisses des points A , B, S et | sont, dans un certain ordre , 4 termes consécutifs d’une

4- Tracer (C) . (Unité graphique : 2cm)
5- a) Déterminer , en fonction de « , une équation de la tangente (d) a (C) au point M d’abscisse « .
b) Déterminer I’ordonnée / du point d’intersection de (d ) avec ’axe des ordonnées .

c) Montrer que , quand o décrit 10 ; +oo[ , # admet un minimum £, . Déterminer 3, et la position

correspondante de M .
6- @) Montrer que, pour tout m > £ , il existe deux points M, et M, sur (C) ou latangente & (C) coupe I’axe

des ordonnées au point d’ordonnée m .

b) Montrer que les abscisses a; et a, de M; etM, sonttelles que o, o, = ed.
c) Déterminer le point E de (C) tel que les tangentes & (C) aux points E et B se coupent sur I’axe des ordonnées .

e
7- On considere la suite (1,,) définie sur IN par I, = J‘(ﬁn x)"dx.
1

a) A I’aide d’une intégration par parties , montrer que , pour tout n>1, I, =e—nl, ;.

b) Calculer I’aire du domaine limité par (C) et I’axe des abscisses en cm? .
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EXERCICE 1

1- L'axe (d) de (C) est perpendiculaire a (P) de A ; u—(2 ;1; —2) estun vecteur directeur de(d).
Un systeme d'équations paramétriques de (d)est (x=2t+1 ; y=t-3 ; z=-2t+1 ; telR)
L'axe (&) de (y) est perpendiculaire a (Q) de B ; 7(1; —1; —1) est un vecteur directeur de (5).
Un systéme d'équations paramétriques de (o) est (x=m+2 ; y=—-m-1; z=-m ; melR).
2- Lesysteme (2t+1=m+2 ; t—3=—m—-1 ; —2t+1=-—m ) aunesolution uniguem=t=1.
donc, (d) et (8) se coupent au point 1(3;—-2;-1) .
3- | appartient a (d) alors | est équidistant de tous les points de (C); pour tout point M de (C), le triangle

IAM est droite a A tel que IA=v4+1+4 =3 et AM =1 =+/3 alors IM =+/IA? + AM 2 =12 = 2./3.

| appartient a (&) alors | est équidistant de tous les points de (y); pour tout point M de (y) , le triangle

IBM est droitea B tel que 1B =v1+1+1=+/3 etBM =r'=3 alors IM =+ IB>+BM 2 =12 = 2/3.
Donc | est équidistant de tous les points de (C)w(y) . Par conséquent, | est le centre d'une sphére (S)
de rayon R =2+/3 contenant le cercles (C)et (7) .

EXERCICE 2

1- (E) : (cos’a)z® +2(sinacosa )z +1+sin® & =0 ; pour tous[0 ; %[, I'équation (E) est

quadratique.
A'=sin?acos’ @ —cos? a —sinacos® a = —cos® a =i%cos’ a .
—sina cosa +icosa

. " 1 .
5 =—tana + letz'=—-tana———I.
Cos” Cosa Cosa

1\ 1Y 1
z'2+z"2:(—tana+ ij +(—tana— ij zz(tanza— 2 j:Z(—l):—Z.
cosa cosa Bre” @
ou z'2+Z"2=(Z'+Z")2—ZZ'Z":(—Ztana)z_z(

2

Les solutions de (E) sont z'=

2 |- .
>— —tan aj_—Z(l) =-2 .
Cos“ «
. 2 2 . V4
——1i|=|——|=—— puisque 0<a <— alors cosa >0 .
cosa COSa| COSx 2
M 'M "minimum est équivalent a cosa est maximum ou 0 < cosa <1 ; donc

M'M" est minimum quand cosa =1 ; c'estquand « =0

2- M'M"=| 22| =
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3- M'(-tane ; ! )et M"(-tane ; ~1 ) sont les images de z'et z".
cosa cosa

=-1.

Les coordonnées x et y de chacun de M ' etM" sont tels que x* —y® =tan’a ——

cos” a
donc, comme o varie, M' et M " varie sur I'nyperbole (H) d'‘équation y? —x? =1.
Le centre de (H) est l'origine O , les asymptotes sont les droites d'équations y =x et y =—x.

L'axe central de (H) est I'axe des ordonnées.

a=b=1alors c=+/2; Donc F(0+/2) estunaxede (H) et le droite (d)d’équation
a? 2 o .

y = — = — est la directrice associée.
C

Dessinez (H) .

EXERCICE 3
1 22 3 n® D il n® n®
1-Un=n—4+n_4+n_4+ ................ _|_n_4 alors UnSF+F+F ................ +n_4:n F =1
n times
12 B occan oo oo o +n  n(n+1) . . n? 1 1
V. = = limV, = lim —== —.
N ¥ o2 alors im V, = lim on? 2 et (V,) converge de e
. e, = .2 .3 ..n
2- Laséquence (W,) est définie pour n>1 par Wy, =Sin—+SiN—+SiN—+--oroeeneene +sin—-.
n n n n
: 1 1 1 .1 1 1 1 1P a1
a) En appliquant (1) @ — nous obtenons — ——— <sin—- <-—; a savoir — — Xx—<sin—<— .
) En appliq @ n? n> 6n° n> n® n> 6n®> n* n®> n’
b) En appliquant (1) a LZ pour k € {1; 2,3 e ; n} et en ajoutant les n inégalités nous obtenons
n
1
A e xU, <W, <V, .

1
Pourtous n>1, U, <1 alors V, 57 <W, <V, .
n

1 . 1 _ . 1
¢) (V,) convergea — et /im —— =0 alors (W,) est convergente et sa limite est égalea —.
2 n—>+o G 2
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EXERCICE 4

1- La variable aléatoire X représente le gain algébrique total du joueur apres le match.
a) = Si le joueur tire 2 boules vertes alors, X =15+15-5=25.

= Si le joueur tire une boule verte et une rouge alors, X =15+5-5=15.

= Si le joueur tire une boule verte et un blanc alors, X =15-5-5=5.

= Si le joueur tire 2 boules rouges alors, X =5+5-5=5.

= Si le joueur tire une boule rouge et un blanc alors, X =5-5-5=-5 .

= Si le joueur tire 2 boules blanc alors X =-5-5-5=-15.

Par conséquent, I'ensemble des valeurs de X est {~15;-5;5;15; 25} .

b) Lorsque 2 boules sont tirées au hasard dans l'urne qui contient les 10 boules, I'espace de I'échantillon
est équiprobable et consiste de ,,C, de résultats possible.

= (X =25) représente I'événement " le joueur tire deux boules vertes " ; donc
C n(n-1
p(X:25):n 2: ( )
10C> 90
» (X =15) represente I'événement " le joueur tire un boules vertes et un rouges " donc
nxm nxm

p(X=15)=
1 . nin-1) 1
C X =25)=— estéquivalentede ———~=—":; n(h—-1)=6 donc n=3 .
) P( ) = q = T (n-1)
p(X=15)=3 est équivalente de L<im _ vy ; mn=6oun=3; doncm=2.
15 45 15

2- Supposons que dans cette partie que l'urne contient 3 boules vertes, 2 boules rouges et 5 boules
blanches.

_ _ C
a) = (X =—15) est le cas " le joueur tire deux boules blanches " ; Donc p (X =-15) = "2 = 2.
10™~2
" . . n o, 2X5 2
= (X=-5) estlecas" lejoueur tire 1 boule rouge et 1 blanche "; p(X=-5)= cC. 9
10™~2

= (X=5) estlecas" le joueur tire 1 boule verte et 1 blanche ou 2 boules rouges " ;
3x5 N ,C, 16

p(X=5)= -—.
10C2 1OC2 45
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2
» p(X=15)=-" et p(X=25)=—
p( )=1z &t p( T

Le gain attendu du joueur est X = —15><g—5><z+5><ﬁ+15><£+25><i =18$.
9 9 45 15 15
b) Soit A : ™ le joueur tire 2 boules de méme couleur ™ et B : ™ le gain algébrique est positive " .
La probabilité requise est p(A/B) = % ou
p
AN B : " lejoueur tire 2 boules vertes ou 2 boules rouges " ;

p(AmB):p(X:25)+2—C2:i+i:iet
0C, 15 45 45

25 5
P(B) = P(X =5)+ p(X =15)+ p(X =25) === .
_ p(AnB) _4
Donc p(A/B)_—p(B) o

EXERCICE 5

1- S est la similitude de centre 1 angle % qui transforme (C) en(C").

rayon de (C") _ i
rayonde (C) 3

a) = Le rapportde S est k =

= La similitude transforme le centre A de (C) dans le centre B de (C') ; donc IB =%IA ;

alors IA=3IB.

b) S(A) =B ; alors (ﬁ;ﬁ'):% (27) .

= Dans le triangle IAB nous pouvons écrire

A82:IA2+IBZ—2IA><IB><COS% : tel que 4
36-91B2 + IB2 3182 ; 1B2 =30 .
A . B
Donc 1B=-2 et 1A=18 Figure 10
J7 J7
= Les points A et B étant donné, le point | appartient au cercle (y) de centre A et de rayon 18

ﬁ
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Et le cercle (y') de centre B etde rayoni.

N

Les cercles () et (¥") se coupent en deux points; | est le point tel que (ﬁ ;E) =+% (27) .

D

2- Consideére la rotation r=r (A, 2?7[) et ladilatationh=h(A, %).
a)= D=r(B); donc D est le point tel que AD=AB=6 et ( AB ;ﬁ)=2§ (27) .

= E=h(B); donc E est le point tel que Ezgﬁ ; donc E est le point de[AB]
telleque AE =4 et BE=2 .

-(ﬁ;ﬁ):(ﬁ;ﬁ):-(ﬁ;ﬁ):-(ﬁ;ﬁ)m:—%ﬂn:% (27) .

= Les relations ci-dessus avec S (A) =B montre que S(D)=E.

Faculté de génie - Université Libanaise
Toutes les sessions d'examens d'entrée sont disponibles sur www.ulfg.ul.edu.lb



UNIVERSITE LIBANAISE
FACULTE DE GENIE

¢) S(D) = E donne (ID ; E):% (27).

Le quadrilatére AEID est cycligque pour avoir deux angles complémentaires opposées EID et EAD ;
donc | appartient au cercle circonscrit au triangle ADE .

—_—

Dans ce qui suit , on rapporte le plan au repéere orthonormé direct (A ; u , 7) tel que u = AB .

[

3- Dans ce systéme, nous avons A(0; 0), B(6;0)

La relation complexe de la similitude S(1 ; % : %) est du forme z'=az+b ou

197 1.1 3.0 1 43

e d="A(=+—i)==+—1i.
3 32 2 6 6

= B=S(A);telque zg =az,+b; 6=D.

-a:

Donc la relation complexe de S est z'= (l+§i)z +6.

L'affixe du center | de S est z, = b __ 6 Laramet _:36(5_\@') :E—%'
1-a g_@i 5—3i 28 77
6 6
4- a) la relation complexe du rotation r(A; 2?7[) estdu forme z'=az+b ou
T 1 43
ra=e 3 =——4+—1i.
2 2
= A=r(A); tel que b=0.
Donc la relation complexe de r est z'=(—1+§i)z.
. — 2 . 2
la relation complexe de la dilatation h( A ; §) est z =§z .

b)= D=r(B) ; donc z, =(—%+§i)zB =6(—%+§i)=—3+3\/§i ; D(—3;+3\/§) .

= E=h(B) ; donc z¢ =§zB =4; E(4;0).

. (l+£i)zo +6=(lJrﬁi)(—fH&/gi)+6=—l+£i—ﬁi—§+6=4:zE - donc
6 6 6 6 2 2 2 2
S(D)=E .
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EXERCICE 6

La fonction f définie sur I’intervalle ]O ; +oo[ par f(x)=/¢n’x—/(nx .
1- Les abscisses des points d'intersection de (C) et I'axe des abscisses sont les solutions de I'équation
f(x) =0 ce qui est équivalenta /n’x—/nx=0; /nx=0o0u fnx=1donc x=10u x=¢ .
Les points d'intersection de (C) et x'x sont A(1; 0) et B(e; 0).
2- Q) Zim+€nx:—oo donc ﬁim+ f(x)= éim+ (fn*x—Inx) =+, x |0 Je .3
x—0 x—0 x—0
fim f(x)= £im Mx (fnx—1) =+oo . F1(x) 0+
. e + o0 + 00
2/nx-1 F(x) \_1/

f'(x) = .
X 4
Figure 18

Table de variations de f

Le point de (C) correspondant au minimum de f est S(Ve ; —%).

b) la restriction de f sur I’intervalle ]O ; 1] est continue et strictement décroissante donc , il a un inverse

fonction f ~* définie sur f(]0;1]) =[0; +oo].
Pour tous x dans [0; +oo[, y= f *(x) estéquivalented x= f(y)=/¢n’y—(ny ;

tel que /n’y—/ny—x=0 ou ye]0;1] alors fny el ; 0] ; donc ﬁnyz—l_ “;J“ e et
(1—«/1+ 4xJ
y=expl ——— |
2
Finalement, f  est définie sur [0; +oo[ by f *(x) = exp(l—\/? 4x
3-a)f"(x):ifnx_ X 0 B tw
cavite F(x) SR
Table de concavité de (C)
d d d
La concavité de (C) changes au point I(e+/e ; %) (C) concaves| upwards | downwards

N : Fi 19
Lequel est le point d'inflexion de (C). e
b) Les abscisses des points A, S, B et | sont respectivement 1 , Je , e et esJe ; Cesnombres

sont , dans cet ordre , 4 termes consécutifs d'une suite géométrique croissante de rapport commun Je .
4- ¢im f(x)=+oo alors, I'axe des ordonnées est asymptote a (C) .

x—>0*
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Pour tous n dans IN, /im n’x =0 alors, /im m= fim (m—m—){]=0 X
X—>4+0 X X—> 4+ X X—> -+ X X
Donc (C) a de+ooune direction asymptotique paralléle & I'axe d'abscisses.
Dessinez (C) .
y
(C)
|
0 A B X
Figure 20

5- a) Une équation du tangente (d) & (C) au point M d'abscisse a est y=f () (x—a)+ f(«);
@) : y=201 0 yrma—ta .
(04

b) (d) coupe y'y au point d'ordonnée 8 = /n’a —3/na +1.

2
C) ﬂzfnza—?,énaJrl:(fna—g) —2 alors , comme o trace |0 ; +oof , S trace [—% ; +oof et

prend sa valeur minimale valeur g, =—% quand /na =g ca=ede ; telque M =1.

2
6-a) f =m est equivalente a(fna—g) :m+% :

Pour tous m > g, , I'equation £ =m est équivalente a fna—gzw/m+% ou Ena—gz—‘/m+% :
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APV XY

alors , ils existent deux points M; et M, sur (C)avec abscisses «; et «, tel que

ha, = gﬂ/m +% et Ina, = g —./m +% ou la tangente a(C) coupe I'axe des ordonnées

au point avec ordonnée m .
b) ey +ina, =3 alors (n(aya,) =3 ; tel que o, a, =€°.

OU a) f=m estéquivalente & /n’a—3/Ma+1-m=0; (na)?>-3Ma+1-m=0.
Pour I'équation quadratique /ne @ (na)? —3/na+1-m=0, A=4m+5 alors,

Pour tous m > g = —% , Cette équation a deux solutions en /na et, na peut prendre n'importe

quelle valeur réelle, donc ils existent deux valeurs de « pour lequel g =m ; donc ils existent deux points
M, et M, sur (C) ou latangenta (C) coupe I'axe des ordonnées au point d'ordonnée m .
b) /na, et /na, sont les solutions de I'équation quadratique dans /ne : (/na)? —3/na+1-m=0;

donc /ey +/na, =3 alors (n(ey x a,)=3 ; tel que oy o, = €°.
c) Les tangentes a (C) deE et B se coupent sur I'axe des ordonnées si et seulement si l'abscisse est telle

qui Xz x xg =€ ou xz =e alors xg =e? ; E(e?;2)

(fnx)"?
X

7-a) Soit u(x) = (¢nx)" et v'(x)=1alors u'(x) =n et v(x)=x; donc

@ €
I =I(€nx)”dx=[X(€nx)” ]: —nj(ﬁnx)”‘ldx:e—n i
1 1
b) Pour tous x dans [1;e], f(x)<0 alors, La surface nécessaire S est telle que

e
S =—I f(x)dx unité de surface .

1
e e
If(x)dx=j(£n2x—£nx)dx= -1, .

1 1
e E

I =Idx=[x]§ —e-lalors |, =e—l,=1etl,=e—21,=e—2; donc If(x)dx=e—3 :
1 1

Finalement, S=3—e unité de surface; tel que S=12—4e cm? .
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