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La distribution des notes est sur 25

I- (1,5 pt) Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct y B
d’origine O. On considére les points A(1; 0)et B(3;1) .
Soit z, I’affixe de OB et Z, celle de AB .

1- Déterminer un argument de z; z, en fonctionde « et S . - B
2- Determiner la forme algébrique de chacunde z, , z, et z, z,. ) A H X
3- Déduire la valeur de la somme o+ £ .

4
I1- (3,5 pts) On considere la suite (I,) définie,pour n>1 ,par |, = Itan” x dx .
0

1- Calculer | et I, .

T

0 4
. 1 -
2- Démontrer que , pour tout N>1, I, +1,,, =5 Déduire Itan3 x dx et Itan“ X dx .
n+
T T

4 4

. . 1
3- a) Démontrer que, pour tout n>1, I, >0 . En déduireque I, < —
n+

b) Démontrer que la suite (I,) est décroissante . En déduire que 1, > :
2(n+1)

4- Démontrer que la suite (1,,) est convergente et calculer sa limite .

I11- (5,5 pts) A- Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct .

1- Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation 22 —2(1+c0s2a)z + 2(1+ cos2a) =00l o €]0; %[ :
2- Déterminer la forme exponentielle du nombre complexe q =1+ c0s2« + iSin2« .

= 4 - )
3- On considere le nombre complexe z = —- et on désigne par M son image .

a) Déterminer la forme exponentielle de z en fonction de « . En déduire que z =1— tan’ o —2itan o .

b) Démontrer que , quand « décrit 0 ; %[ , ’ensemble de M est une partie d’une parabole a déterminer .
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B- On considére la parabole (P) d’équation y? =4 —4x .

1- Déterminer le sommet S de (P) et tracer (P)dans un repére orthonormé (O ; i T) .
2- Soit A et B deux points de (P) distincts de S tels que (SA)and (SB) soient perpendiculaires.

Soit 2a et 2b les ordonnées respectives de A et B.
a) Déterminer b en fonction de a.

b) Démontrer que , quand a varie dans IR ™, (AB) passe par le point fixe | tel que Ol =-305S .

c) SoitK le symétrique de S par rapporta (AB) . Montrer que , quand a varie dans IR ™, K varie sur

un cercle fixe a déterminer .
d) Déterminer 1’abscisse du point d’intersection L des tangentesa (P) en A and B respectivement

et montrer que , quand a varie dans IR ™, L varie sur une droite fixe que 1’on déterminera .

IV- (3,5 pts ) Un débutant du jeu de fléchettes effectue des lancers successifs d’une fléchette . On sait que :

= La probabilité qu’il atteigne la cible au premier lancer est 0.5 .
= S’il atteint la cible a un certain lancer , la probabilité qu’il atteigne la cible au lancer suivant est 0,4 .

= S’il manque la cible a un certain lancer , la probabilité qu’il manque la cible au lancer suivant est 0,8.

Pour tout entier naturel n>1, on considére les événements A, : " le joueur atteint la cible au n*™ lancer

et B,: " le joueur manque la cible au n'*"® lancer " . Soit P, =P(A,).

1- Pour tout n>1, déterminer p(A,,,/A,) et p(A,.,/B,) .

2- Démontrer que , pout tout n>1, p,,; =0,2(1+p,) .

3- On considére la suite (V,) définie, pour n>1, par V, = p, —0,25 .
a) Démontrer que (V,) est une suite géomeétrique dont on déterminera la raison et le premier terme .
b) Calculer V, et puis p, en fonction de n et déterminer lim p, .

n—+ o
4- Sachant que le joueur atteint la cible au second lancer , calculer la probabilité qu’il I’a manquée au
premier lancer .

V- (4 pts) On donne un cercle () de diamétre [BC] , BC =2, et de centre O.
(d)estlatangentea (¥) en C ; le triangle ABC est direct et équilatéral
de centre G . (AB) coupe (y)en E , (AC) coupe () en F
et (BF)coupe (d)en J. D estle milieude [CF].
Soit S la similitude de centre C qui transforme F en J.
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1- a) Déterminer S(D) et S(A).
b) Déterminer le rapport et un angle de S .
c) Montrer que S(E) = A etque S(O) =G.

2- Soit (') I’image du cercle (y) par S.
a) Démontrer que (") est le cercle circonscrit au triangle ABC .
b) Démontrer que J appartienta (y'). Tracer (') .
c) Calculer I’aire du cercle (') .

VI- A- (7 pts ) On considére I’équation différentielle (E) : xy'+(1—x)y+x =0 od y est une fonction définie sur IR —{0}.
1- Montrer que la fonction z telle que z = x y — X est la solution générale de I’équation différentielle (1) : z'— z=-1.
2- Résoudre ’équation (1) et déterminer la solution générale de I’équation (E) .
3- Déterminer la solution particuliére de I’équation (E) qui a une limite finie enO .

X
B- On considere la fonction f définie sur IR telle que f(0)=0 et, si x=0 , f(x):ﬁ .

Soit (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O T ) T).
1- Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = x —e*
, . W x+1-—e* .
Calculer g(0) et g'(0) . Déduire Ilng— et montrer que f estcontinueen 0.
X—> X

2- a) On sait que , pour tout X =0, — x° —%x < f(x)< —%x . En déduire que f est dérivableen O .

b) Déterminer une équation de la tangente (¢') & (C) enI’origine O .
3- Soit h la fonction définie sur IR par h(x) = (1—x)e*.
Dresser le tableau de variations de h et montrer que , pour tout x dans IR —{0}, h(x) <1 .

h(x)

4- a) Montrer que , pour tout X dans IR — { } fr(x)=—H5— etdresser le tableau de variations de f .

b) Déterminer I’asymptote (d) de (C) a —oo . Tracer (d), () et (C). (Unité:2cm)
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Concours d'entrée 2012 - 2013 Solution de Mathématiques Durée : 3 heures
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Exercice 1

1- La figure montre que (? ; (f} =a (2r) et (? ; E) =/ (2r) alors a estunargument de z,
et S estunargumentde z, ; donc o+ £ estunargumentde z, z,.

2- OC (3;1) alors z, =3+i et AC(2;1) et z, =2+i ; donc z,z,=(3+i)(2+i)=5+5i .

3-12,2,=5+5i= 5\/_(£+%|]—5\/§(cos%+isin%j alors % est aussi un argument de z, z,

a+p et % sont deux arguments du nombre complexe z, z, alors il existe un entier algébrique
T
k tel que a+ﬁzz+2k7r.

O<a<% et O<ﬁ<% alors O<a+ B <m ; donc a+p==

Exercice 2

l-a)= |, =

4 4
tanxdx_jsmx I(COSX) dx=-— [£n|cosx|]4 - it imi=my2 .
COSX COSX J2
0 0

O Cmmm N [N

T

“ 1, = | tan? xdx = I(l+tan x—1)dx —[tanx— x |4 =1-

z
7

2-a) I, +1,,,= (tann X + tan"*? x)dx

n+1 %
tan" x(1+tan x)dx{mn—x} :L.
n+1

O e N | N
O'—.-b\§

T

4
b) = La fonction x — tan ®x est impair, alors Itan3 X dx:—J‘tan3 X dx=—1l, =—%+ I, :-%Mnﬁ

T

4
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Va T

4 4
= La fonction x — tan *x est pair, alors J.tan4 X dx = ZJ.tan4 xdx=21, = 2(%— Izj:%—% .
_F 0

4
3-a) = Pour tous x dans [O; %] , tanx >0 alors, pour tous x dans [0 ; %] et pour tous n>1,

tan"x>0 .

tan"x >0 et0<% alors 1, >0 .

- : 1 1 1
= En utilisant la relation I, +1,,, =—— nous trouvons |, =——-1,,,0ul,,>0 alors |, <— .
n+1 n+1 n+1

T

b). In+1_|n=

ot— N

4
(tan "*'x—tan "x )dx = Itan "x (tan x—1)dx ou, dans I’intervalle [0 ; %] , tan"x >0
0

tanx <1 et 0<% alors 1,,,—1,<0; I,,, <1, et (l,) estdécroissant.

= (I,) estdécroissantalors I, +1,.,<2l, .

- . 1 1 1
En utilisant la relation I, +1,,, =—— nous trouvons —— < 2| alors |, > :
n+1 n+1 2(n+1)

c) La séquence (1) est décroissant et limitée en dessous de 0 alors il est convergent.
4 -= (1) estdécroissant et limitée en dessous de 0 alors (1,) est convergent.

= La limite ¢ devrait satisfaire la relation ¢+ /¢ = /im L :donc 2¢=0 et /=0 .

n—+ow N +
: sln<iou éimizéim =0 ensuite /im 1, =0 .
2(n+1) n+1 no+oN+1 no+o2(nN+1) N—>+o0
Exercice 3

A- 1- Pour tous les nombres « , z2 —2(1+c0s2a)z + 2 (1+cos2a) = 0 est une équation du second degré
dont les discriminant est A'= (1+cos2a) 2— 2(1+cos2a ) = cos® 2a —1 = — sin? 2« = (i sin2a)? .
Les solutions dans C de I’équation donnée sont z =1+ C0S2«x +isin2a et z =1+ c0s2a —isin2a .

2- g=1+cos2a +isin2a ou O<a<Z.

q=1+c0s2a + isin2a=2c0s® & + 2i sina cosa = 2cosa (CoSc +i sina) = 2cosae'® ol
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cosa >0 puisque 0 < a < z . donc, la forme exponentielle de q est g =2cosae'®.

3- Considere le nombre complexe z = iz Soit M estI’image de z.

q
3 4 l .
a) q° =4cos’ ae'** alors z=— =———e '?*
q° cos’a
1 Li2e 1 o cos2a  sin2a . 2cos’a—1 2sinacosa.
z=———e ?* =———(cos2a —isin2a )= ——-———i= —— i
cos’a cos’a cos? a cos? a

cos’a cos? a
—2-(1+tan’ ¢ )-2tan i =1~ tan’ & - 2tan i
b) Les coordonnées de M sont x =1—tan’a et y=—2tane .

Comme « varie, les coordonnées de M satisfont la relation x:l—%y2 alors M appartient a

1’équation parabolique y? = —4(x—1).
Comme « trace I’intervalle 0 ; %[ I’ordonnée y de M trace I’intervalle J—oo; Of.

Donc I’ensemble de N est la partie de la parabole se trouvant en dessous de 1’axe des abscisses .

B- (P) est la parabole de I’équation y? =4—4x ; y?=4(1—x) .
1- Le sommet de (P) est le point S(1;0) .
Traces (P) .
2- L’abscisse de point A de (P) d’ordonnée a tel que a =0 est égale a 1—a? alors A(1—a? ; 2a).
De méme pour B(1-b? ; 2b) .
a) SA(—a?:2a) et SB(-b?;2b) .
(SA) et (SB) sont perpendiculaire si et seulement si SA.SB =0; a’h®+4ab=0 ; ab(ab+4)=0

ou ab=0 alors ab+4=0 et bz—f.
a

b) Le point | est telle que O =—30S alors 1(—=3:0) .

— —_  |4-a% 2a
det(IA ; IB) = —8b—2ab—8a+2ab’ avec b=—~ ensuite
4-b% 2b a
det(ﬁ;ﬁ):—g+8a—8a+g:0.
a a
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Donc, comme a varie dans IR*, A, B et | sont colinéaire alors (AB) passe par | .

(P)

c) SoitH est la projection orthogonale de S sur (AB) .
L’angle SHI est droite avec S et | sont fixés alors H varie sur le cercle (y) de diamétre [SI].
Le symétrique de S par rapport & (AB) est le point K tel que SK =2SH alors K est I’image

deH par ladilatation h(S ; 2). Donc K varie sur le cercle (y') = h((y/)) de diametre [SJ].
ouJ=nh(l); J(-7;0).
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d) L’équation y* =4—4x donne 2yy'=—4 puis la pente de la tangent (P) & A est égale & 2L .
a
Une équation de la tangente (d,) de (P) a A est y:—l(x—1+ a?)+2a; y:—i(x—l—aZ).
a a

De méme , une équation de la tangente (d,) de (P) a B est y=—%(x—1—b2) :

L’abscisse du point de I’intersection L de (d,) et (d,) est la solution de I’équation

i(x—l—az) =%(x—1—b2)  b(x—1-a%)=a(x-1-b?) : (a—b)x=a—b+ab?—ab? ; x=1—ab=5.
comme a varie dans IR ™, Le point L qui a une abscisse constante varie de la ligne droite de I’équation x =5 .

Exercice 4

1- = Il est donnée que, s’il atteint la cible & un jet de certains, la probabilité qu’il atteigne a la lancer
suivant est égale a 0.4 ; donc p(A,,;/A,)=04.

= S’il manque la cible a une certaine projection, la probabilité qu’il lui manque a la lancer suivant est égale
a 0.8 donc p(B,,,/B,)=0.8.

P(Av1/B,) =P (B,,1/B,) =1-p(B,,1/B,) =02,
2-Pourtous n>1, p,,; = P(A 1) =P(A,, NA)+P(A,,;NB,) .
= P(A)x P(An,1 /A + P(By)x p(Aq.1/By)
=04p,+@-p,)x02=0.2p,+02=0.2(1+p,) .
3- La seéquence (V,) est définie , pour tous n>1, par V, = p, —0.25 .
) V,.y = Ppag —0.25=0.2p, +0.2-0.25=0.2p, —0.05=0.2(p, —0.25)=0.2V,, . donc (V,) est une suite
géomeétrique dont le rapport commun est r = 0.2 et la premiére terme V, = p, —0.25=0.5-0.25=0.25 .
b) V, =V, xr"* =0.25x(0.2)" " et p, =0.25x(0.2)" " +0.25 .
Puisque 0<0.2<1, E}rpoo(o.Z)”‘l =0 donc lim p, =0.25.
4 - La probabilité demandée est
0B/ A) = P(BiNA,) _ P(B)xP(A/B) _ 05x02 _ 05 0.5

p(A,) P, 0.2p, +0.2 p +1 05+1

5
=
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Exercise 5 (d)
Al
S est la similitude de centre C tel que S(F)=1J .
1-a)=S(F)=J alors S([CF])=[CJ] .
D est le point milieu de [CF] alors S(D) est le A

point milieu | de [CJ].
= Soit S(A) = A'".
Le triangle ABC est équilatéral et (BF ) est une
hauteur de ce triangle ; donc F est le
point milieu de [CA].
S(C)=C, S(F)=J, S(A)=A".
A est le symétrique de C par rapport a F alors
A' est le symétrique de C par rapporta J.

S(F)=1J et
(E;cT):(cﬁ;ﬁ)—(§;¥)=—g+%=—% (27)
alors —% estunanglede S .
Le rapport de S est g: 1 :% .
cos” V3
2 V4
S=S(C;—;——) :
J3
CA 1 2
b) = Dans le triangle CEA nous avons (CE CA)_—— 27) et —= =—alors S(E)=A
CE T 3
COS~—
CG 1
= Dans le triangle COG nous avons (CO cG )=—= (2 ) e =— ,alors S(O) =G.
CO cos” V3

2- Le cercle (»') est I’image de cercle () par S.

a) (y) estle cercle de centre O passant a travers E alors I’image (y") est le cercle de centre G = S(O)
passant a travers A= S(E). Donc, (') est le cercle circonscrit au triangle ABC .
b) F appartienta () et S(F)=J alors J appartienta (y') . Tracez (")
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c) Le rayon de cercle (y) est OC =1, le rayon de cercle (y') qui est S((;/)) , estégale

2 . 2\ 4 L
da —— pulsS son aire est 7| — =— unité d'aire .
V3 3

J3

Exercice 6

A- (E): xy'+(@—x)y+x=0 ou y est une fonction définie sur IR—{0}.
1-Siz=xy—-xalors z'=y+xy'-let z'—z=(y+xy-1)—(xy—x)=xy+(@—x)y+x-1=-1.
Donc z est la solution genérale de 1’équation différentielle (1) : z' —z=-1.
2- la solution générale de 1’équation réduite z' —z =0 est z=Ce*.
la solution générale de 1’équation (1) est z=Ce* +1.

. . . X+1+Ce*
la solution générale de 1’équation (E) est y= Sk E e
X X

3- lim(x+1+Ce*)=1+C .
x—0

SiC=-lalors, limy=+ow .
x—0

SiC=-1alors, limy= lim 1-e =0.
x—>0% x—»0* 1
: S L . e X+1-e*
La solution particuliere de I’équation (1) qui a une limite finiea 0 est y=——
X+1-ge* :
B- Lafonction f est définie sur IR par )= X L Xio.
f(0)=0

1- La fonction g est définie sur IR par g(x) = x—e*
g(0)=-1; g'(x)=1-e* alors g'(0)=0 .
X+1-e* . 0 ,
90)=80) _ 10y_g .

lim =lim

x—0 X x—0 Xx—0

. _ x+1-¢e* 5

lim f(x) =lim——————=0= f(0) ; Donc f estcontinueau 0.
x—0 x—0 X

2- Pourtous X #0 , —xz—%x< f(x)<—%x .
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= Pourtous x<0, f(X) <— x—1 avec lim (- x——)——1 alors lim f(x) =—1 .
X 2 x—0~ 2 x»0" X 2

* Pourtous x>0, — l ﬂ 1 avec lim (- x——)_—1 alors lim ) —1 :

2 X 2 x—>07 2 x>0t X 2
lim M lim M ik qui est fini, alors f est différentiable a O et f'(O):—l.
Xx—0" x—0 x—0" x—0 2 2

Une équation de la tangente (&) a (C) , I’origine est y =—%x :

3- La fonction h est définie sur IR par h(x) = (1—-x)e*

Xy _ i — g
Xl_lmwh(x)_xl_')m (e —xe")=0 et xl_!rpooh(X)_ o h'(x) + 0 -

h'(x) = —xe*

' 1
Tableau de variation de h h(x) . / \ — o

Le tableau de variation de h montre que h(0) =1
est le maximum absolu de h et pour tous x dans IR—{0}, h(x) <1.

1-x)e* -1 h(x)-1
2 »F o

X |—o0 0 + 00

_ X
alors f'(x) =

4-a) Pour x dans IR—{0}, f(x)= X+

X—>—© X—>—© X X

. X — 0 + 00
lim f(x)= lim (1+1—8—J:—oo f'(x) -

lim f(x)= lim [1+1—§]=1.

X—>+00 X—>+00 X X

1
Pour x in IR—{0}, f'(x)=—-2— h(x) L 20 ensuite h(x) <1 . Fe) \ "

Le Tableau de variation de f .
c) lim g(x) =1 puis la ligne droite (d)est asymptote & (C) jusqu’a — oo
X—>—00

o f(x) . ox+1-e* . (1 1 ¢* . et
lim —=Ilim ————=lim|=+——-——|=-w alors Iim — =+ .

X—>+wo X X—>+ 0 X X—>+00 X—>+ 0 X2

Donc (C) aen-+ooune direction paralléle asymptote a I’axe des ordonnées.
Tracez (d), (9) et (C). (Unite: 2cm)
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