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                                                                    MATHEMATIQUES 
  

 La distribution des notes est sur  25        

  I-  (2,5 points) Soit  f  une fonction dérivable définie sur l’intervalle [;0] I  telle que  IRIf )(  et 

       pour tous a  et b  dans I , )()()( bfafbaf  . 

      1- Montrer que 0)1( f  . En déduire que , pour tout x  dans I  , )()
1

( xf
x

f  . 

     2- Pour tout a  et b  dans I , exprimer )(
b

a
f  en fonction de )(af  et )(bf . 

     3- On suppose , en plus , que pour tout x  dans [1;0] , 0)( xf  .  

      a) Montrer que f  est strictement croissante sur I .  Justifier que f  admet une fonction réciproque g . 

      b) Montrer que , pour tout a  et b  dans IR , )()()( bgagbag   et exprimer )( ag   en fonction de )(ag . 

 

II-  (3,5 points)  On dispose de 3  urnes U ,V et W contenant chacune n  boules identiques )4et(  nINn telles que : 

             Quatre boules de l’urne U  sont rouges et les autres sont blanches ; Une boule de l’urne V  est rouge et les autres sont  

             blanches ;  deux boules de l’urne W  sont rouges et les autres sont blanches. 

             Le jeu consiste à jeter un dé parfait , puis :  

                Si le dé présente un  4 , le joueur tire au hasard une boule de l’urne U . 

                Si le dé présente un nombre pair autre que  4 , le joueur tire au hasard une boule de l’urne V . 

                Si le dé présente un nombre impair, le joueur tire au hasard une boule de l’urne W .         

             On considère les événements :   A  :  " le dé présente un  4 " ;     B  :  " le dé présente un nombre pair autre que 4 " . 

                                                                 C  :  " le dé présente un nombre impair "     et     R  :  " La boule tirée est rouge ". 

              1- a) Calculer les probabilités conditionnelles )/( ARp , )/( BRp  et )/( CRp  en fonction de  n  .  

                  b) Montrer que nRp /2)(    et que les événements C  et R  sont indépendants. 

              2- a) Calculer la probabilité que le dé présente un  4  sachant que la boule tirée est rouge. 

                  b) Calculer la probabilité que le dé présente un nombre impair sachant que la boule tirée est blanche. 

              3- a) Déterminer n  tel que 4,0)( Rp  . 

                  b) Déterminer n  tel que la probabilité de l’événement  " la boule tirée est blanche "  soit le double de celle de 

                      l’événement  " la boule tirée est rouge " . 

              4- On suppose que 6n  .  Le jeu est répété  10  fois en replaçant, chaque fois, la boule tirée dans l’urne.   

               Calculer la probabilité de l’événement  " au moins l’une des 10  boules  tirées est rouge ".   
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III-   (5,5 points) On considère un triangle direct ABC . Soit I  le point tel que IBA  soit direct et rectangle isocèle en I . 

           1- Soit R  la rotation de centre I  qui transforme A  en B . 

               a) Déterminer l’angle de R . 

               b) Construire l’image D  de C  par R  et 

                   déterminer la mesure principale de );( BDAC . 

           2- a) Construire le centre J de la rotation 'R  d’angle 

                    
2


  qui transforme A  en D  . 

                b) Montrer que BCR )(' . 

           3- Soit M  le milieu de ][AC  et N  celui de ][BD . Montrer   que  IMJN  est un carré. 

          4- Soit P  et Q  les points tels que IAPB  et ICQD  soient deux carrés indirects. 

              a) Déterminer le rapport et l’angle de la similitude S  de centre I  qui transforme A  en P . 

              b) Déterminer )(CS  et )(MS  . Que peut-on en déduire pour le point J ? 

          5- On suppose dans cette partie que le plan est rapporté au repère orthonormé direct ),;( vuO  et que 

               les affixes de A , B , C  sont izA  2   ,  izB 21   ,  izC 36  .  

               a) Déterminer l’expression complexe de la rotation R  . En déduire l’affixe de son centre I . 

               b) Déterminer l’affixe de D . 

               c) Déterminer l’expression complexe de la similitude S  . 

               d) Déterminer l’affixe de chacun des points  J , P  et Q  et vérifier  que J  est le milieu de ][PQ  

  IV-  (5,5 points) Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct ),;( jiO . 

   A- On considère le point  )2cos2;cos4( M ,  où    est un nombre réel  . 

        Montrer que , lorsque   varie , l’ensemble de  M  est une partie  d’une parabole que l’on déterminera . 

  B- Soit )(P  la parabole d’équation )2(42  yx . 

  1- Déterminer le foyer F et la directrice )(d de )(P .  Tracer )(P . 

     2- On considère  les points A  et B  d’abscisses respectives   et   de )(P . 

      Soit )( 1d  la tangente à )(P en A  et )( 2d  la tangente à )(P  en B . 

      a) Déterminer une équation de chacune des droites )( 1d  et  )( 2d . 

      b) Montrer que )( 1d  et  )( 2d  se coupent au point 






 

4

8
;

2


T  .  

     3- Montrer que si )( 1d  et )( 2d  sont perpendiculaires alors T appartient à la directrice )(d de )(P  et que 

            )(AB  passe par le foyer F  de )(P . 

 

 

 

 

A
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     4- On suppose que )( 1d  et )( 2d  ne sont pas perpendiculaires ; soit   une mesure de leur angle aigu. 

            Montrer  l’une seulement  des deux relations :  

)4)(4(

4
cos

22 







    ou   











4
2tan . 

     5- a) Montrer que , si   et   varient  tels que 
45 , alors     128124

22
   . 

                En déduire que  T  varie sur une hyperbole )(H  dont on déterminera l’équation. 

            b) Montrer que le foyer F  et la directrice )(d de )(P  sont aussi un foyer et une directrice de )(H . 

 

V-  (8 points) A-  On considère la fonction f  définie sur [;0[   par 0)0( f  et xxnxxnxxf 22)()( 2     pour 0x .  

            Soit )(C  la courbe représentative de f  dans un repère orthonormé ),;( jiO . 

             1- a) Montrer que f  est continue en 0 . 

                 b) Calculer 
x

xf

x

)(
lim

0 
 . En déduire la tangente à )(C  au point )0;0(O .  

             2- Dresser le tableau de variations de f . 

             3- Déterminer une équation de la tangente )(d  à )(C  au point E  d’abscisse  e  . Tracer  )(C  et )(d . 

             4- a) Montrer que f  admet une fonction réciproque 
1f  dont on déterminera le domaine de définition. 

                 b) Tracer la courbe représentative )'(C  de 
1f  dans le même repère que )(C  . 

                 c) Montrer que )'(C  est tangente à xx '  et  à )(C  en deux  points que l’on  déterminera. 

             5- a) Déterminer le point d’inflexion de )'(C  .  

                 b) Déterminer le point L  de )'(C  où  la tangente à )'(C  est parallèle à  )(d .  

                 c) Déterminer les coordonnées  de L  dans le repère orthonormé  direct ),;( vuO  tel que  

                              1u  et  
45);( ui  .                   

    B- On considère l’intégrale 
e

p

n
n dxnxxI )(   où  INn  et [;0] ep .  Soit n

p
n IJ




0
lim  .                 

        1- a) A l’aide d’une intégration par parties , montrer que , pour tout n  dans IN ,  n
n

n InpnpeI )1()(
2

1 122
1  
   . 

            b) Calculer 0I  . En déduire 1I  et 2I  , puis calculer 0J , 1J  et 2J  . 

        2- a) Exprimer l’intégrale  
e

p

dxxfJ )(  en fonction de 0I  1I  et 2I  puis calculer J
p 0
lim . 

           b) Calculer l’aire du domaine limité par )(C , xx '  , yy '  et la droite d’équation ex  . 

           c) Calculer l’aire S  du domaine fermé limité par )(C  et )'(C . Vérifier que S  est la moitié de l’aire du carré  

                  de diagonale ][OE  où );( eeE   
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  Concours d’entrée 2008-2009                     Solution de Mathématique                             Durée : 3 heures 

 
                                                                                

          Exercice 1  
 

1- )1(2)1()1()11()1( fffff   . Donc 0)1( f . 

     Pout tout x  dans I , 0)1()
1

()()
1

(  f
x

xfxf
x

f . Donc )()
1

( xf
x

f   

2- Pour tout a  et b  dans I , )()()
1

()()
1

()( bfaf
b

faf
b

af
b

a
f   . 

3- a) Pour tout a  et b  dans I ,  si ba   alors [1;0]
b

a
 et  0)( 

b

a
f  .  

        Par conséquent , 0)()(  bfaf  et )()( bfaf  . Donc, f est strictement  croissant sur I . 

      

   Fonction inverse 

          f est continue sur I alors f  est différentiable sur I . 

          f est strictement  croissant sur I .  

         Donc, f  a une fonction inverse g  définie sur IRIf )(  . 

    b) Pour tout a  etb  dans IR , Iag )(  et Ibg )( .  

        Donc,       babgfagfbgagf  )()()()( . 

        Par conséquent, )()()()( 1 bagbafbgag   . 

        Pour tout a  dans IR ,  )()()()0( agagaagg   ou 1)0( g  alors 0)1( f . 

        Finalement , 1)()(  agag  et 
)(

1
)(

ag
ag   . 

 

     Exercise 2 

           

         1- a)  Si A  est réalisé alors la balle est tirée de l’urne U  qui contient n  balles sachant que  4 sont rouge ; 

                  Donc, 
n

ARp
4

)/(  . 

                  Si B  est réalisé alors la balle est tirée de l’urne V  qui contient n  balles sachant que  1 sont rouge; 

                  Donc, 
n

BRp
1

)/(  . 

                  Si C  est réalisé alors la balle est tirée de l’urne W  qui contient n  balles sachant que  2 sont rouge; 

                  Donc , 
n

CRp
2

)/(  . 
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                  b) )/()()/()()/()()( CRpCpBRpBpARpApRp   . 

                             
nnnn

22

2

11

3

14

6

1
 .     

                      
n

CRpRp
2

)/()(   ; donc l’évènement C  et R  sont indépendant 

 

             2- a)
3

124

6

1

)(

)/()(

)(

)(
)/( 







nnRp

ARpAp

Rp

RAp
RAp . 

                  b) 
2

1

)2(2

22
1

2

2

1

2

1

)(1

)()(

)(1

)(
)/()/( 


































n

n

nnRp

RCpCp

Rp

RCp
RCpWCp  . 

   

   Ou  l’évènement C  et R  sont indépendant, l’évènement C  et  R sont indépendant . 

          donc 
2

1
)()/()/(  CpRCpWCp  . 

           3- a) 4.0)( Rp  ;  4.0
2


n
  ;  5n  . donc 4n   ( INn  et 4n  ) 

               b) )(2)( RpRp   ; 
3

1
)( Rp   ;  6n  . 

           4- Quand 6n  , 
3

1
)( Rp  et 

3

2
)( Rp . 

                Les deux évènements  " au moins un des dix boules tirées sont rouges  "  et   " les 10 boules tirées sont  

               de couleur blanche  "  sont opposées. La probabilité demander est : 

10

3

2
1 








p . 

                

 Exercise 3 

 

          1- Soit R  la rotation de centre I  qui transforme A  en B .  

              a) BAR )(  et )2(
2

);( 


IBIA  . Donc l’angle de R  est  
2


 . 

              b) La construction de D  tel que IDIC   et )2(
2

);( 


IDIC . 

                  BAR )(  et DCR )(  ;  donc )2(
2

);( 


BDAC  . 

          2- Soit 'R  la rotation d’angle 
2


 qui transforme A  en D  . 
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              a) Le centre J de 'R  est tel que JDJA  et )2(
2

);( 


JDJA   . 

              b) )2(
2

);();( 


 BDACDBAC  ,  DBAC   et DAR )('  . donc BCR )(' . 

       

  3- Soit M  le milieu de ][AC  et N  de ][BD .  

              ][)][(')][( BDACRACR   ; donc NMRMR  )(')(  . 

              Par conséquent, les triangles IMN  et JMN  sont isocèles, ayant des angles droites  et  le même hypoténuse 

               ][MN  . donc IMJN  est un carré  .   

  

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                              

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          4-a)  IAPB  est un carré indirect. donc IAIP 2  et  )2(
4

);( 


IPIA  . 

A

B

C

I

D

J

M

N

P

Q



                       
 
 

 
Faculté de génie - Université Libanaise 

Toutes les sessions d'examens d'entrée sont disponibles sur www.ulfg.ul.edu.lb 

 

     

     UNIVERSITE LIBANAISE 
         FACULTE DE GENIE  

                  Alors )
4

;2;(


 ISimS  . 

              b) ICQD  est un carré indirect. donc ICIQ 2  et )2(
4

);( 


IQIC  . 

                  alors QCS )(  . 

                   IMJN  est un carré indirect. donc IMIJ 2  et  )2(
4

);( 


IJIM  . 

                  Donc JMS )(  . 

                  PAS )(  ,  QCS )(  ,  JMS )(  et  M  le milieu de ][AC  . 

                  donc J  est le milieu de ][PQ . 

          5- le plan est rapporté au repère orthonormé direct ),;( vuO  tel que izA  2  , izB 21    

               et izC 36  . 

               a) La relation complexe de la rotation R d’angle 
2


  est bziz '  tel que bziz AB  .  

                  Alors  2b  et 2'  ziz . 

                  L’affixe de son centre I de  R  est i
i

z I 


 1
1

2
. 

             

              b) DCR )(  ; donc iziz CD 612   

           c) La relation complexe de la similitude )
4

;2;(


IS  est I

ii

zezez )21(2' 44




  

                  )1()1(' iiziz   ;   iziz  1)1('  .              

              d) JMS )( , alors iziz MJ  1)1(  ou izzz CAM 24)(
2

1
 ; donc iz J 53 . 

                   PAS )( , alors iiziz AP 221)1(   . 

                   QCS )( , alors iiziz CQ 841)1(   . 

                    )(
2

1
QPJ zzz   . donc J  est le milieu de ][PQ . 

 

          Exercise 4 
 

A- )2cos2;cos4( M ,  où    est un nombre réel . 

  2cos4)1cos2(22cos2 22    ;  alors , lorsque   varies , le point M  varie sur le  parabole 

   d’équation 2
4

1 2  xy  . 
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   lorsque   de trace IR , l’abscisse de M  trace l’intervalle ]4;4[  . L’ensemble de  M  est une partie  

 d’une parabole d’équation 2
4

1 2  xy  qui correspond  à ]4;4[x . 

B- )(P  est une parabole d’équation )2(42  yx . 

  1- Le foyer de )(P  est )2;0(  ;  

     L’axe de focale est yy '  et le paramètre est 2. 

     donc  : 

      le foyer de )(P  est )1;0( F  et 

     la directrice  est 3:)( yd . 

      Tracer )(P .   

   2- )2
4

1
;( 2 A  et )2

4

1
;( 2 B  .   

    )( 1d  est le tangent de )(P  à A  et )( 2d est le  

     tangent de )(P  à B . 

            a) les pentes de )( 1d  et )( 2d  sont   

               respectivement  
2


 et  

2


 . 

              2
42

:)(
2

1 


xyd    et     

             2
42

:)(
2

2 


xyd . 

            b) 22
21 )(2:)()(   xdd  ;  

2

 
x  . 

              )( 1d  et )( 2d  se coupent au point  






 

4

8
;

2


T  .  

    

  3- )( 1d  et )( 2d  sont perpendiculaire si et seulement si 1
22




 ; qui est 4 . 

           Si 4 , alors 3Ty   et  T  appartient à la  directrice )(d de )(P  .    

         

          )1
4

;(
2




FA  et )1
4

;(
2




FB . 

          





 


























 )(

4
1

4
1

4
);(

22

FBFADet . 

(d )

F

O
x

y

-3
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           Si 4 , alors 0);( FBFADet  et )(AB passe par le foyer F  de )(P  

 

      4- )( 1d  et )( 2d  ne sont pas perpendiculaires et  est une mesure de leur angle aigu. 

             )2;(1 n  est un vecteur normal de )( 1d   et   )2;(2 n  est un vecteur normal de )( 2d ; alors , 

 

                
)4)(4(

4.
cos

22
21

21














nn

nn
  . 

              Les pentes de  )( 1d  et )( 2d  sont respectivement  
2


 et  

2


 ;  alors , 

               



















4

2

22
1

22tan   . 

      5- a) Si   et   varies tel que 
45 , alors 

2

2
cos       ( ou 1tan   ) . 

              donc , 161644 2222   . 

                  constante128144161441644124 222222
   .                                          

              Les coordonnées  x  et y  de T  sont tel que x2   et 84  y  . 

              si   et   varies tel que 
45 , alors     85

22  yx  . T  varie sur 

              hyperbole )(H  d’équation   85 22
 xy . 

          b) Le centre de )(H  est le point )5;0(  ;  

              L’axe focale de )(H  est l’axe de y , 22 ba  et 42  ac  ;  

              Le foyer de )(H  est le point )5;0( c et le foyer de F de )(P  , 

              La directrice correspond est la droite de l’équation  
c

a
y

2

5  ; 3y  qui est la   

              directrice )(d de )(P . 

             

 

        Exercise 5 

 

        A- La fonction f  est définie sur l’intervalle [;0[   par 0)0( f  et xxnxxnxxf 22)()( 2     pour 0x .  

        1- a) 0)(limlim 2

00


 
xnxxnx

xx
  ; donc , )0(0)(lim

0
fxf

x



 et f  est continue en 0 . 
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            b)   
 

22)(lim
)(

lim 2

00
xnxn

x

xf

xx
  . La tangent de )(C  à )0;0(O  est yy ' .  

        2-   


xxnxnxxf
xx

2)2(lim)(lim    

                        Pour 0x , 2)()(' xnxf   .  

 

        3-  eef )(  et 1)(' ef  ; xyd :)(  . 

 

             


2)2(lim
)(

lim xnxn
x

xf

xx
  .  

            )(C  a  , une  direction asymptotique parallèle à yy ' .  

             tracer )(C et )(d . 

                     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

 

        

 

 

 

 

 

 4- a) f  est continue  est strictement croissant ; il admet une fonction inverse 1f définie sur 

                )[;0[( f qui est sur l’intervalle [;0[  . 

     b) )'(C  est le  symétries de )(C par rapport à la droite )(d de l’équation xy  . 

     c) )(C  est tangent à yy '  en )0;0(O ; Par symétrie par rapport à )(d , )'(C  est tangent à   

          xx '  en )0;0(O  .  

x

f (x)

0 + 

0+f '(x)

+ 2

+

0

1

x

y

O

(C )

(C' )

(d )

e

e

E

F

L

I

J
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          )(C est tangent à )(d en );( eeE  ; alors )'(C  est tangent  à )(d en );( eeE .  

           )'(C et )(C  ont le même tangent en E ; ils sont tangent à ce point . 

        

5- a) Pour 0x , 
x

xn
xf


2)("   .  

        )(" xf  change le signe à 1  . Donc )(C admet le point )2;1(I  comme un point d’inflexion . 

         Par symétrie par rapport à la droite )(d , )'(C  admet le point )1;2(J  comme un point d’inflexion    

    b) 1)(' xf  est équivalente  à 1xn  ou 1xn , qui est ex   ou  
e

x
1

 . 

         La tangente à )(C  au point 








ee
F

5
;

1
 est parallèle à )(d ; alors , Par symétrie par rapport à la droite 

        )(d , La tangente à )'(C  au point 








ee
L

1
;

5
 est parallèle à )(d . 

 

 Ou           

                La tangente à )'(C  au point de l’abscisse x  est parallèle à )(d si et seulement si ex   et 

                  1)('1  xf ; mais     1)(')(' 11   xffxf  ; donc   1)(' 1  xff  ;  

                  

                  1)(1  xfn  or   1)(1  xfn    ;  exf  )(1  or 
e

xf
1

)(1     ;   

                eefx  )(  or 
ee

fx
5

)
1

(   . 

                Finalement,  la  tangente à )'(C  au point 








ee
L

1
;

5
 est parallèle à )(d . 

      c) Les coordonnées  de L  dans le repère orthonormé  direct ),;( vuO  sont x  et y  tel que   

          
eee

x
23

4
sin

1

4
cos

5








 








 



    et  

eee
y

22

4
cos

1

4
sin

5 








 








 



 . 
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   Ou   

         La distance du L  à )(d  est 
e

LH
22

  ;   

          donc 
e

y
22

 . 

           
e

LHOLOHx
2322   . 

            

 

.          

 

     B-  
e

p

n
n dxnxxI )(   ou n  est un nombre naturel et p est un nombre réel appartient à [;0] e . 

          1- a) Soit  1)(  nnxU   et xV '  alors , nnx
x

n
U )(

1
' 


  et 

2

2x
V   . 

                                  À l’aide une intégration par parties,                                                             

                                   n
n

e

p

n

e

p

n
n Inpnpedxnxx

n
nx

x
I )1()(

2

1
)(

2

1
)(

2

1221
2

1 










 

   . 

                

              b) )(
2

1

2

1 222
0 pexxdxI

e

p

e

p









  . 

                   Pour 0n  ,   pnppeIpnpeI  222
0

22
1

2

1
)(

4

1

2

1
  ;    

                    Pour 1n  ,   pnppnppeIpnpeI  22222
1

222
2

2

1
)(

2

1
)(

4

1
2)(

2

1
  .     

                      
222

0
0

0
0

2

1
)(

2

1
limlim epeIJ

pp


 
. 

                      
2

1
0

1
4

1
lim eIJ

p



    . 

                      
2

2
0

2
4

1
lim eIJ

p



. 

H

L

XY

x

y

1O
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          2- a) 012 22)( IIIdxxfJ

e

p

    ;    2
012

0 4

3
22lim eJJJJ

p




 

              b) l’aire du domaine limité par )(C , xx '  , yy '  et la droite d’équation ex  . 

                   JA
p 


0

lim
   

 unité d’aire   ;  2

4

3
eA   unité d’aire   . 

              c) Par symétrie par rapport à la droite )(d , 12 SS   ou 1S  est l’aire du domaine  

                  limité par )(C , )(d , yy '  est la droite d’équation ex  . 

                  ][2 1AAS   où 1A  est la surface du triangle OEF ; 2
1

2

1
eA   unité d’aire   .  

                  Donc, 222

2

1

2

1

4

3
2 eeeS 








  unité d’aire   

2

1
  l’aire du carré de diagonale ][OE . 

 

 


